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Overzicht

In dit werk wordt de magnetische krachtwerking en de daaruitvolgende vervorming van magnetische
materialen behandeld. Dit wordt verder toegepast voor het bepalen van de magnetische krachtwer-
king in inductiemachines met het oog op de studie van de trillingen en het geluid van magnetische
oorsprong.

In Hoofdstuk 1 worden de verschillende oorzaken van geluid en trillingen bij elektrische machines
kort besproken. Meer specifiek worden de verschillende aspecten van de analyse van het geluid en
de trillingen van magnetische oorsprong toegelicht. De aandacht gaat hierbij vooral uit naar de
trillings- en geluidsproblematiek bij inductiemachines.

Hoofdstuk 2 omvat een theoretische studie van de vervormingen van magnetische materialen.
De totale kracht en het totaal moment dat op een magnetisch lichaam uitgeoefend wordt is een-
duidig bepaald. Wat de magnetische krachtenverdeling binnen een magnetisch lichaam betreft,
worden er in de literatuur uiteenlopende methodes toegepast die niet tot een éénduidige oplossing
leiden. In dit hoofdstuk wordt een werkwijze ontwikkeld waarbij men niet a priori streeft naar het
bepalen van de magnetische krachtdichtheid, maar wel van de vervorming van magnetisch materi-
aal. Een magnetische krachtdichtheid is trouwens niet fysisch waarneembaar, in tegenstelling tot
de vervorming.

In de voorgestelde methode voor de berekening van de vervorming van gemagnetiseerd materiaal
worden de magnetische en de elastische verschijnselen tesamen behandeld. Bij de beschrijving van
de magnetische krachtwerking wordt onderscheid gemaakt tussen korte- en langeafstandskrachten.
De magnetische langeafstandskracht die op een deel van een magnetisch lichaam inwerkt kan eendui-
dig bepaald worden op basis van de macroscopische magnetische velden. De korteafstandskrachten
van zowel magnetische als mechanische aard worden voorgesteld onder de vorm van een spanning
τ̄(n̄), de kracht per oppervlakte-eenheid op een (denkbeeldig) oppervlak met buitennormale n̄. Op
basis van de magnetische langeafstandskrachtwerking worden een aantal bewegingsvergelijkingen
opgesteld waaraan de spanningen τ̄(n̄) moeten voldoen. Door de specifieke eigenschappen van de
magnetische langeafstandskrachten wijken deze vergelijkingen af van de bewegingsvergelijkingen (of
evenwichtsvergelijkingen in het statische geval) van de klassieke elasticiteitsleer. De bewegingsver-
gelijkingen tesamen met de magnetische vergelijkingen (wetten van Maxwell) en de constitutieve
wetten, die het verband leveren tussen de verschillende magnetische en elastische grootheden, vor-
men een stelsel magneto-elastische vergelijkingen. Samen met de magnetische en de mechanische
randvoorwaarden laten deze vergelijkingen toe de magnetische velden en de vervormingen (de rek)
te berekenen.

Op basis van deze algemene methode wordt verder een werkwijze voorgesteld om de vervorming
ten gevolge van enkel de magnetische langeafstandskrachtwerking te berekenen. Hierbij kunnen de
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magnetische en de elastische berekeningen ontkoppeld worden. Op basis van de magnetische velden
kan eerst de (fictieve) elektromagnetische krachtenverdeling bepaald worden waaruit in een tweede
fase de vervormingen kunnen berekend worden.

In Hoofdstuk 3 wordt de voorgestelde methode voor het berekenen van de vervorming van mag-
netische lichamen ten gevolge van de magnetische langeafstandskrachten toegepast op een induc-
tiemachine met behulp van de eindige-elementenmethode. De bekomen fictieve krachtenverdeling
wordt vergeleken met een in de literatuur veel voorkomende methode. Ook de resulterende vervor-
mingen, meer bepaald de radiale en tangentiale vervorming van het statoroppervlak, berekend aan
de hand van de twee methodes worden vergeleken.

In Hoofdstuk 4 wordt een tweede berekeningsmethode voor de magnetische krachten in inductie-
machines ontwikkeld. Hierbij wordt de stator ingedeeld in sectoren en wordt de krachtenverdeling
over de sectoren bepaald, i.p.v. de (fictieve) krachtenverdeling in het materiaal zelf. De bereke-
ningsmethode is volledig ontwikkeld in het frequentie-orde-domein. Dit heeft als voordeel dat men
rechtstreeks de frequenties en de ruimtelijke ordes van de magnetische krachtwerking bekomt, zodat
men kan nagaan welke frequenties in het geluid en de trillingen van de machine zullen voorkomen
en welke hun oorzaak is.

Voor de modellering van de inductiemachine wordt gebruik gemaakt van een magnetisch netwerk
gekoppeld met een elektrisch netwerk. De beschrijving van het stator- en rotorblik aan de hand
van discrete reluctanties en van de luchtpleet door middel van permeanties alsook het elektrisch
netwerk van de stator (voor verschillende types statorwikkelingen) en van de rotor worden in dit
hoofdstuk uitvoerig behandeld. Bij het opstellen van het machinemodel worden de verschillende
factoren die van belang zijn voor productie van geluid en trillingen in rekening gebracht, zoals
gleufeffect, statische en dynamische excentriciteit verzadiging en harmonischen van de aangelegde
spanning (in geval van invertorvoeding). Ook eventuele asflux is in het model opgenomen. Na de
berekening van de magnetische velden in de machine kunnen de verschillende componenten van de
magnetische langeafstandskrachten op de statorsectoren berekend worden op basis van het principe
van de virtuele arbeid.

In Hoofdstuk 5 wordt deze berekeningsmethode experimenteel geverifieerd. Daartoe werden
enerzijds metingen van de tandfluxen in een inductiemachine verricht om deze te vergelijken met
de berekende fluxen zowel wat hun frequenties en ordes, als hun amplitudes betreft. Verder worden
de berekende magnetische krachten vergeleken met opgemeten frequentiespectra van het geluid en
de trillingen van een inductiemachine, om na te gaan in hoeverre de belangrijkste frequenties van
het geluid en de trillingen af te leiden zijn uit de berekende magnetische krachten.

Tot slot worden in Hoofdstuk 6 de besluiten uit dit werk geformuleerd. Tevens worden de
mogelijkheden tot verder onderzoek aangehaald. De modellering van de magnetische krachtwerking
in inductiemachines kan immers gekoppeld worden aan een mechanische modellering om uiteindelijk
tot een coherent model voor het bepalen van de trillingen en het geluid van magnetische oorsprong
te komen.
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Voorwoord

Elektrische machines zijn in onze samenleving alom tegenwoordig, in de huiskamer, op kantoor, in
de industrie en vormen één van de factoren die bijdragen tot ons comfort. Onze hoogtechnologische
samenleving kent daarentegen een hoge belasting van ons leefmilieu, onder verschillende vormen
zoals lucht- en waterverontreiniging en ook geluidspollutie. Het aspect van geluid en trillingen
speelt dan ook een belangrijke rol bij het ontwerp van elektrische machines.

De geluids- en trillingenproblematiek is bij het ontwerp van elektrische aandrijvingen zeker niet
eenvoudiger geworden. Ten eerste is er een tendens naar een kleiner volume per vermogeneenheid,
en dus naar een hogere elektrische, magnetische en mechanische belasting. Dit leidt tot hogere
waarden voor de magnetische inductie, en dus tot verzadiging, tot dunnere machineframes, tot
hogere koelingsvereisten, enz. Ten tweede is er het toenemend gebruik van vermogenselektronische
omvormers. Deze factoren versterken onvermijdelijk de problemen op gebied van geluid en trillingen.

Een belangrijke oorzaak van geluid en trillingen bij elektrische machines is de magnetische
krachtwerking. Door de pulserende magnetische krachten die in de machine optreden ontstaan er
trillingen die zich verder buiten de machine kunnen voortplanten. De trilling van het buitenopper-
vlak van de machine veroorzaakt verder geluidsafstraling.

Wat de magnetische krachtwerking betreft moet men onderscheid maken tussen de totale kracht
en het totaal moment die op een gemagnetiseerd lichaam inwerken enerzijds en de ’krachtenverde-
ling’ en de hierdoor veroorzaakte vervorming van gemagnetiseerd materiaal anderzijds.

De totale kracht en het totaal moment kunnen éénduidig bepaald worden aan de hand van
bijvoorbeeld de spanningen van Maxwell of het principe van de virtuele arbeid. Men kan ook
gebruik maken van verschillende uitdrukkingen in de vorm van een magnetische krachtdichtheid
aan de hand waarvan men door integratie over het beschouwde lichaam de totale kracht en het
totaal moment kan berekenen. Deze krachtdichtheden hebben echter geen lokale betekenis, m.a.w.
ze kunnen niet gëınterpreteerd worden als de werkelijke magnetische krachtdichtheid (kracht per
volume-eenheid), zodat we ze enkel als fictieve krachtdichtheden kunnen bestempelen.

De verschillende methodes voor het bepalen van de totale krachtwerking zijn alle equivalent. De
integralen van de fictieve krachtdichtheden over het volume van het beschouwde lichaam kunnen im-
mers omgevormd worden tot oppervlakte-integralen van de Maxwellspanningen over een oppervlak
dat het volledig magnetisch lichaam omsluit. Ook de equivalentie tussen de Maxwell-spanningen
en het principe van de virtuele arbeid kan eenvoudig aangetoond worden.

Voor de berekening van de magnetische krachtenverdeling daarentegen, worden in de literatuur
verschillende werkwijzen voorgesteld die niet equivalent zijn. Ze steunen immers meestal op een
lokale toepassing van de methodes voor de bepaling van de totale krachtwerking en missen een solide
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wetenschappelijke basis. De aldus bekomen krachtverdelingen kunnen sterk van elkaar verschillen,
maar worden in de literatuur toch als een werkelijke krachtdichtheid beschouwd.

Voor de bepaling van de magnetische krachtwerking in elektrische machines met het oog op de
analyse van trillingen en geluid, volstaat het niet de totale kracht en het totaal moment (het koppel)
op bijvoorbeeld de stator of de rotor van de machine te kunnen berekenen, maar is er nood aan een
degelijk gefundeerde werkwijze voor het beschrijven van de krachtenverdeling in de machine.

Het voorgestelde onderzoek is enerzijds gericht op het formuleren van een algemene werkwijze
voor het berekenen van de vervorming van gemagnetiseerd materiaal. Omdat hierbij zowel magne-
tische als mechanische (elastische) verschijnselen optreden worden deze tesamen behandeld om tot
een consistente theorie i.v.m. magnetische krachtwerking en vervorming te komen.

Anderzijds is het onderzoek gericht op de toepassing van de voorgestelde methode voor de
numerieke bepaling van de magnetische krachtwerking in inductiemachines voor de studie van de
productie van geluid en trillingen van magnetische oorsprong.

De magnetische krachtwerking en de daaruitvolgende trillingen en geluidsafstraling in inductie-
machines is een complex probleem. Er zijn immers verschillende factoren die het frequentiespectrum
van het geproduceerde geluid en van de trillingen bepalen, met name de harmonischen van de uit-
gangsspanning van de vermogenselektronische voeding, de combinatie van het aantal stator- en
rotorgleuven, excentriciteit van de rotor en verzadiging. Bij de meeste analyses en berekeningsme-
thodes van het magnetisch veld en de exciterende magnetische krachten die in de literatuur worden
voorgesteld, worden meestal slechts één of enkele van deze factoren in rekening gebracht. Nochtans
blijkt dat bij bepaalde inductiemachines wel degelijk de verschillende factoren terzelfdertijd moeten
in rekening gebracht worden om het waargenomen frequentiespectrum van het geproduceerde geluid
te kunnen verklaren. Bovendien wordt voor de magnetische veldberekening veelvuldig beroep ge-
daan op een sterk benaderende berekeningsmethode zoals de draaiveldtheorie. Ook wat betreft de
interactie van het magnetische en het elektrische systeem worden doorgaans een aantal vereenvou-
digingen doorgevoerd. Dit houdt in dat men bij de berekening van de stator- en rotorstromen geen
rekening houdt met bepaalde componenten van de magnetische inductie die nochtans spanningen
in de stator- en rotorwikkeling induceren, zodat de demping van deze fluxcomponenten niet, of niet
volledig, wordt beschouwd.

In dit werk wordt een berekeningsmethode voorgesteld dat een antwoord biedt op de hierboven
vermelde opmerkingen i.v.m. de berekeningsmethodes uit de literatuur. In het tijdens het onder-
zoek ontwikkelde mathematisch model van de inductiemachine worden de verschillende factoren
die van belang zijn voor de geluids- en trillingsproductie opgenomen. Door het gebruik van een
magnetisch netwerkmodel gekoppeld met een elektrisch netwerk wordt een nauwkeurigheid beoogd
die hoger is dan met bijvoorbeeld de draaiveldtheorie kan verwacht worden. Bovendien zijn de
magnetische en elektrische netwerken direct en volledig met elkaar gekoppeld zodat het dempend
effect van de gëınduceerde stator- en rotorstromen wordt in rekening gebracht.

Samenvattend kunnen we stellen dat dit werk een bijdrage poogt te leveren tot enerzijds de
theorie van de magnetische krachtwerking en vervorming in gemagnetiseerd materiaal en anderzijds
tot de analyse en de berekening van de magnetische krachtwerking in inductiemachines in verband
met de productie van geluid en trillingen.
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Symbolenlijst

ā versnelling (m/s2)
Ā magnetische vectorpotentiaal (Tm)
B̄ magnetische inductie (T)
c̄ koppeldichtheid (koppel per volume-eenheid) (N/m2)
C̄ koppel (Nm)

Ē elasticiteitstensor (N/m2)
E gëınduceerde spanning (V)
f̄ (fictieve) krachtdichtheid (kracht per volume-eenheid) (N/m3)
f0 fundamentele voedingsfrequentie axiale (Hz)
F̄ kracht (N)
G magnetische permeantie (Wb/A)
F magnetomotorische kracht (m.m.k.) (A)
H̄ magnetische veldsterkte (A/m)
I stroom (A)

Ī eenheidstensor
j =

√
−1 imaginaire eenheid

J̄ vrije stroomdichtheid (A/m2)
J̄m magnetiseringsstroomdichtheid (A/m2)
ks reductiefactor bij schuingestelde gleuven
la axiale lengte (m)
L̄ moment (Nm)
Lσ spreidingsinductantie (H)
M̄ magnetisatiedichtheid (A/m)
M̄s magnetisch moment per massa-eenheid (Am2/kg)
Np aantal poolparen
Nr aantal rotorgleuven
Ns aantal statorgleuven
q aantal gleuven per pool en per fase
Q gedissipeerde energie (J)
r̄ plaatsvector (m)
R straal van de luchtspleet (m)
Rs, Rr stator- en rotorweerstand (Ω)
R reluctantie (A/Wb)
ℜ() reëel deel

xi



ts statortandsteek
T̄ (fictieve) spanning op randoppervlakken (N/m2)

T̄ spanningstensor (N/m2)
ū verplaatsing (m)
uinw inwendige energiedichtheid (J/kg)
U scalaire potentiaal (A)
Uinw inwendige energie (J)
V spanning (V)
w aantal windingen per elementaire spoelgroep
We arbeid geleverd door de spanningsbronnen (J)
Wm arbeid opgenomen door het magnetisch materiaal (J)
Wz magnetische zelfenergie (J)
W0→1 arbeid geleverd door de bronnen buiten V1

bij een wijziging van de magnetisatie binnen V1 (J)

αs = 2π
Ns

mechanische hoek tussen twee statorgleuven

αr = 2π
Nr

mechanische hoek tussen twee rotorgleuven

γs verhouding statortandbreedte tot statortandsteek
γr verhouding rotortandbreedte tot rotortandsteek
δ luchtspleetlengte (m)
ε̄ rektensor
θ̄ rotatie (-)
κ ruimtelijke orde (bij discrete systemen)
λs permeantie van het statoroppervlak (-)
λr permeantie van het rotoroppervlak (-)
λls permeantie van de luchtspleet (H/m2)
Λs, Λr gleuffactoren (-)
µ0 magnetische permeabiliteit van vacuüm (H/m)
ν ruimtelijke orde (bij continue systemen)
ξ̄v spoedverkortingsfactor
ξz zonefactor
̺ massadichtheid (kg/m3)
̺m magnetische ladingsdichtheid (Wb/m3)
σ̄em de elektromagnetische spanning voor het bepalen

van de magnetische langeafstandskracht (N/m2)
τ̄(n̄) spanningsvector op een oppervlak met buitennormale n̄ (N/m2)
τ̄ spanningstensor (N/m2)
τ̄ s symmetrisch deel van de spanningstensor τ̄ (N/m2)
τ̄ as antisymmetrisch deel van de spanningstensor τ̄ (N/m2)
Φ flux in de netwerkelementen (Wb)
Ψ gekoppelde flux (Wb)
ω pulsatie ( rad/s)
ω0 fundamentele pulsatie ( rad/s)
Ω hoeksnelheid van de rotor ( rad/s)

indices a en a′ grootheden afgeleid van het Ampère-model
indices c en c′ grootheden afgeleid van het Chu-model
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Hoofdstuk 1

Inleiding tot geluid en trillingen bij

elektrische machines

Dit inleidend hoofdstuk geeft een kort overzicht van de verschillende bronnen van geluid en trillingen
bij elektrische machines. Verder worden de verschillende aspecten bij de analyse van het geluid en
de trillingen van meer bepaald magnetische oorsprong besproken. De aandacht gaat hierbij vooral
uit naar inductiemachines.

1.1 Bronnen van geluid en trillingen bij elektrische machines

Het geluid van elektrische machines kan opgesplitst worden in drie categorieën naargelang de aard
van de exciterende krachten, nl. magnetische, aërodynamische en mechanische. Hierna volgt een
korte kwalitatieve beschrijving van de verschillende geluidsbronnen. Voor een verder bespreking
van de geluidsbronnen bij inductiemachines kunnen we bijvoorbeeld verwijzen naar [Finley 91].

1.1.1 Magnetisch geluid

Het magnetisch geluid wordt veroorzaakt door de magnetische krachten die op de machine inwerken.
We kunnen deze krachten in drie klassen onderbrengen:

1. Radiale krachten

De magnetische flux die de luchtspleet oversteekt veroorzaakt een radiale aantrekkingskracht
tussen de stator en de rotor, die als het ware de luchtspleet, m.a.w. de magnetische weerstand,
tracht te verkleinen. Om de gedachten te vestigen kunnen we de stator van een elektrische
machine beschouwen als een cilinder en de radiale krachten die erop uitgeoefend worden als
een reeks lopende krachtgolven met verschillende frequenties en ordes (modes). De orde is
hierbij het aantal maxima (of minima) van de golf over de omtrek van de machine. Deze
krachtgolven veroorzaken corresponderende radiale pulserende vervormingen (trillingen) van
het statorhuis die gepaard gaan met geluidsafstraling. Figuur 1.1 toont bijvoorbeeld de radiale
vervorming door een krachtgolf van tweede orde.
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Figuur 1.1: Vervorming door radiale krachtgolf van tweede orde

orde 2
orde 3 orde 4 orde 5
orde 0 orde 1

Figuur 1.2: Vervormingsmodes

Figuur 1.2 toont de radiale vervormingsmodes 0 tot 5. De respons van de stator op een
exciterende krachtgolf hangt af van de frequentie en de orde. Een krachtgolf van een bepaalde
orde en met een frequentie in de buurt van de eigenfrequentie van de stator voor die orde
geeft aanleiding tot een grote geluidsproductie.

Voor kleinere machines zijn enkel de ordes 1, 2, 3 en 4 van belang. Voor grotere machines
kunnen ook hogere ordes een rol spelen. In het algemeen spelen krachtengolven en vervor-
mingen met orde 2 een dominante rol bij de geluidsproductie. Orde 1 is een speciaal geval, de
resultante van de krachten over de omtrek is hier immers niet nul zoals bij de andere ordes.
Stator en rotor oefenen hierbij dus een netto kracht op elkaar uit. Radiale krachten van orde 1
staan dus in nauw verband met radiale trillingen en excentriciteit van de rotor [Belmans 84].

2. Tangentiale krachten

1-2



Figuur 1.3: Vervorming door tangentiale krachten (orde 2)

De tangentiale magnetische krachten produceren niet alleen het nuttig koppel van de machine
maar ook tangentiale trillingen van het statorhuis en pulserende koppels.

Tangentiale krachten kunnen ook bijdragen tot de geluidsproductie, zij het in mindere mate
dan de radiale krachten. Ze veroorzaken immers ook radiale trillingen van het statorhuis
(Figuur 1.3).

Tangentiale krachten van nulde orde vormen een speciaal geval. Ze corresponderen namelijk
met pulserende koppels, die niet alleen statortrillingen veroorzaken maar ook een reactiekracht
die de fundering exciteert. Pulserende koppels kunnen enerzijds veroorzaakt worden door de
elektrische machine zelf, m.a.w. als, bij constante rotorsnelheid, het elektromagnetisch koppel
van de motor een rimpel vertoont. Anderzijds kunnen pulserende koppels te wijten zijn aan de
last. Deze zouden dan ook onder de geluidsbronnen van mechanische oorsprong (zie verder)
kunnen gerekend worden. Voor de analyse van dit probleem moet men dus rekening houden
met pulserende elektromagnetische koppels, pulserende lastkoppels, snelheidsvariaties, enz. .

3. Axiale krachten

Axiale krachten komen voor bij machines met schuingestelde gleuven en moeten worden op-
gevangen door de lagers. Hun belang is voor de geluidsproductie zeer gering.

1.1.2 Aërodynamisch geluid

Het aërodynamisch geluid wordt veroorzaakt door de interactie van de koellucht met de machine.
Dit geluid vertoont enkele duidelijke discrete frequenties (sirene-effect) die te wijten zijn aan draai-
ende onderdelen zoals de ventilatorschoepen. Daarnaast is er ook een breedbandig geluid dat
ontstaat door willekeurige drukgolven in de turbulente luchtstroming.

De discrete frequenties van het aërodynamisch geluid kunnen eenvoudig worden bepaald.
Bij gesloten motoren, waarbij een externe ventilator koellucht blaast over de koelvinnen, is er geen
uitwisseling is van interne en externe lucht. Het intern geproduceerde geluid heeft hier bijgevolg
weinig belang. De discrete geluidsfrequenties zijn enkel te wijten aan de ventilator:

fv =
Nvnv

60
Hz

waarbij fv : doorgangsfrequentie van de ventilatorschoepen
nv : draaisnelheid van de ventilator (r/min)
Nv : aantal ventilatorschoepen
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Bij open motoren is er vrije uitwisseling van interne en externe lucht. Door de luchtstroming
door de stator- en rotorkoelkanalen ontstaan de volgende geluidsfrequenties (sirene-effect):

fr =
Nrnr

60
Hz

waarbij fr : doorgangsfrequentie van de rotorgleuven
nr : rotorsnelheid (r/min)
Nr : aantal rotorgleuven

Deze frequenties zijn in het algemeen veel hoger dan de frequentie fv van de ventilator en meer
irriterend voor het menselijk oor.

1.1.3 Mechanisch geluid

Als geluidsbronnen van zuiver mechanische oorsprong kunnen we de lagers en de wrijving van bor-
stels over de sleepringen of over de collector vermelden. Ook een onbalans van de rotor kan als een
geluidsbron van mechanische oorsprong beschouwd worden. Een onbalans geeft immers aanleiding
tot dynamische excentriciteit en radiale trillingen van de rotor. Door de excentrische rotorpositie
ontstaat dan weer een radiale magnetische kracht die de excentriciteit nog tracht te vergroten.
Onbalans en excentriciteit van de rotor vormen dus een gekoppeld mechanisch-elektromagnetisch
probleem, net zoals de pulserende lastkoppels, zoals reeds vermeld.

1.2 Magnetisch geluid

Bij de analyse en de numerieke bepaling van het magnetisch geluid opgewekt door een elektrische
machine kan men in het algemeen de volgende vier aspecten onderscheiden die in de volgende
paragrafen verder worden toegelicht:

1. Magnetische velden.
Vooreerst wordt een elektromagnetisch model van de machine opgebouwd voor de berekening
van het magnetisch veld.

2. Magnetische krachten.
Op basis van het magnetisch veld wordt de magnetische krachtenverdeling in de machine
bepaald.

3. Mechanisch gedrag.
Door toepassing van de mechanische vergelijkingen (wetten van Newton) kan men de mecha-
nische trillingen opgewekt door de magnetische krachtwerking berekenen. De studie van het
mechanisch gedrag van elektrische machines beperkt zich echter dikwijls tot de bepaling van
de eigenfrequenties (resonantie).

4. Geluidsafstraling.
Op basis van de trillingen van het statoroppervlak kan het afgestraalde geluid berekend wor-
den.
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In de meeste gevallen worden de verschillende aspecten afzonderlijk behandeld. De magnetische
veldberekeningen gebeuren bijvoorbeeld in de onvervormde toestand, wat aanvaardbaar is gezien
de relatief kleine vervormingen.

1.2.1 Magnetische velden

Voor de berekening van het magnetisch veld in een elektrische machine kan men beroep doen op
numerieke methodes, zoals de eindige-elementenmethode. Deze methode werd reeds op verschil-
lende machinetypes (inductiemachine, synchrone machine, permanent magneetmotor, geschakelde
reluctantiemotor, enz.) toegepast. Een dynamische eindige-elementensimulatie in het tijdsdomein
(time-stepping) vraagt in het algemeen echter een grote rekentijd. Voor de verdere studie van
de mechanische trillingen en de geluidsproductie is men echter niet zozeer gëınteresseerd in het
tijdsverloop van de magnetische velden en de daardoor veroorzaakte krachten, maar wel in het
frequentiespectrum van de magnetische krachten. Zoals in Hoofdstuk 4 verder wordt besproken,
kan het aantal tijdsstappen dat nodig is om de verschillende frequenties die in de machine voorko-
men en die van belang zijn voor de productie van geluid en trillingen hoog oplopen, wat uiteraard
resulteert in een grote rekentijd.

Het magnetisch veld in draaiveldmachines kan ook analytisch bepaald worden aan de hand van
de draaiveldtheorie. Hierbij kunnen de verschillende effecten die van belang zijn voor de geluids-
productie in rekening worden gebracht, zoals spanningsharmonischen bij invertorvoeding, m.m.k.-
harmonischen, gleufharmonischen van stator en rotor, eventuele rotorexcentriciteit en verzadiging.
Een voordeel van de draaiveldtheorie is dat de modellering van een machine in het frequentiedomein
gebeurt, zodat men direct de verschillende frequentiecomponenten van de magnetische velden en
krachten (en dus van het geproduceerde geluid) bekomt en men dus het frequentiespectrum van het
geluid en de trillingen kan voorspellen. Uiteraard moet men bij het gebruik van de draaiveldtheorie
een aantal benaderingen en veronderstellingen invoeren, vooral in verband met de geometrie en de
verzadigingstoestand van de motor, zodat men bij de kwantitatieve bepaling van de velden en de
krachten geen grote nauwkeurigheid kan verwachten.

1.2.1.1 Magnetische krachten

De berekening van de kracht en het moment die door de magnetiche krachtwerking inwerken op
een lichaam, stelt - zeker vanuit theoretisch oogpunt - weinig problemen. Zo kunnnen bijvoorbeeld
de kracht en het koppel uitgeoefend op de rotor van een elektrische machine bepaald worden door
integratie van de spanningen van Maxwell in de luchtspleet of door toepassing van het principe van
de virtuele arbeid. In principe zijn deze methodes equivalent; verschillen in resultaten zijn enkel te
wijten aan de numerieke implementatie.

Voor de analyse van trillingen dient echter niet enkel de totale kracht maar ook de magnetische
krachtenverdeling te worden bepaald. Voor het berekenen van lokale magnetische krachten treft
men in de literatuur uiteenlopende methodes aan, die echter niet equivalent zijn, d.i. verschillende
krachtenverdelingen opleveren. Voor de bepaling van de magnetische krachtenverdeling met behulp
van de eindige-elementenmethode doet men meestal beroep op methodes die steunen op een zgn.
lokale toepassing van de Maxwellspanningen of van het principe van de virtuele arbeid, hoewel
beide methodes in principe enkel gelden voor de berekening van het totale kracht en het totaal
moment die op een lichaam inwerken.
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Ook bij de draaiveldtheorie worden de krachten bepaald d.m.v. een lokale toepassing van de
Maxwellspanningen. De magnetische krachtwerking wordt hierbij voorgesteld door middel van
krachtgolven die inwerken op het binnenoppervlak van de stator en die bepaald worden op basis
van het luchtspleetveld door toepassing van de Maxwellspanningen in de luchtspleet. De radiale
kracht per oppervlakte-eenheid σr die inwerkt op de stator is dan evenredig met het kwadraat van
het luchtspleetveld B:

σr =
B2

2µ0
(1.1)

De magnetische krachtwerking en de daaruitvolgende vervorming van gemagnetiseerd materiaal
in het algemeen en de krachtwerking in inductiemachines in het bijzonder worden in de volgende
hoofdstukken uitgebreid behandeld.

1.2.2 Mechanische trillingen

De trilling van de machine kan beschreven worden aan de hand van een aantal vrijheidsgraden,
nl. de verplaatsing in n punten, bijvoorbeeld de knopen van een eindige-elementenvermazing. De
bewegingsvergelijkingen van het mechanisch systeem kunnen algemeen geschreven worden als :

[M ]
d2

dt2
{x(t)} + [C]

d

dt
{x(t)} + [K]{x(t)} = {f(t)} (1.2)

waarbij [M ] : de massamatrix
[C] : de dempingsmatrix
[K] : de stijfheidsmatrix

{x(t)} : de vector van de vrijheidsgraden (verplaatsingsvector)
{f(t)} : de vector van de krachten aangrijpend in de punten

Het corresponderend ongedempt homogeen stelsel vergelijkingen leidt tot een eigenwaardenpro-
bleem, dat de (genormaliseerde) eigenvectoren {Ψ}i en de corresponderende eigenwaarden λi = ω2

i

(met ωi de ongedempte eigenfrequentie van de ide mode) oplevert. Door overgang op hoofdcoördinaten
(of modale coördinaten) {q(t)} volgens

{x(t)} = [Ψ]{q(t)} (1.3)

met [Ψ] de modale matrix bestaande uit de eigenvectoren {Ψ}i, bekomen we het volgende stelsel
differentiaalvergelijkingen:

[Mq]
d2

dt2
{q(t)} + [Cq]

d

dt
{q(t)} + [Kq]{q(t)} = {h(t)} (1.4)

waarbij [Mq] : de hoofdmassamatrix
[Cq] : de hoofddempingsmatrix
[Kq] : de hoofdstijfheidsmatrix

{q(t)} : de vector van de hoofdcoördinaten
{h(t)} = [Ψ]T {f(t)} : de vector van de veralgemeende krachten
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De hoofdmassamatrix [Mq] en de hoofdstijfheidsmatrix [Kq] zijn diagonaalmatrices. De enige
koppeling tussen de verschillende modes gebeurt dus via de dempingsmatrix [Cq], die over het
algemeen geen diagonaalmatrix is. Men kan dus een ontkoppeld systeem bekomen als men de
niet-diagonaalelementen van [Cq] verwaarloost. Een speciaal geval van ontkoppeling treedt op bij
zgn. proportionele demping, d.i. als de dempingsmatrix kan geschreven worden als een lineaire
combinatie van de massamatrix en de stijfheidsmatrix:

[Cq] = a[Mq] + b[Kq] (1.5)

Bij een ontkoppeld systeem bekomen we voor elke mode i een differentiaalvergelijking van de
volgende vorm:

mi
d2

dt2
qi(t) + ci

d

dt
qi(t) + kiqi(t) = hi(t) (1.6)

of in het frequentiedomein:

(

−ω2mi + jωci + ki

)

qi(jω) = hi(jω) (1.7)

Modale analyse biedt dus de mogelijkheid de trillingen volgens de verschillende modes afzon-
derlijk te berekenen om dan door superpositie het globaal trillingspatroon te bekomen.

Deze modale techniek toegepast met behulp van de eindige-elementenmethode stelt ons in prin-
cipe in staat de trillingen opgewekt door de magnetische krachten nauwkeurig te berekenen. Het
grootste probleem bij de opbouw van het mechanisch model is de modale demping ci, die enkel
experimenteel kan bepaald worden. Meestal wordt de modale analyse dan ook enkel toegepast voor
het bepalen van de eigenmodes en de eigenfrequenties [Benbouzid 93]. In [Verdyck 93, Javadi 95]
wordt de modale analyse ook effectief gebruikt voor het berekenen van de trillingen.

Naast deze numerieke aanpak kan men het probleem ook analytisch benaderen [Jordan 50,
Ellison 71b, Yang 81, Finley 91]. Men kan bijvoorbeeld de stator van een elektrische machine als
een massieve cilinder beschouwen die aan de binnenzijde belast wordt met magnetische spannings-
golven. Het probleem bij het opstellen van analytische uitdrukkingen ligt bij het modelleren van
de statortanden, de statorwikkelingen, het frame (meestal met koelvinnen) en de gelamelleerde
structuur van de statorkern, enz.. Deze aspecten hebben uiteraard invloed op de eigenfrequenties
en de demping van de stator [Benbouzid 93, Girgis 79, Watanabe 83].

1.2.3 Geluidsafstraling

Voor de berekening van het geluidsveld rond een elektrische machine kan men gebruik maken van
analytische uitdrukkingen. Hierbij wordt het statoroppervlak sterk vereenvoudigd tot bijvoorbeeld
een gladde cilinder [Yang 81] of tot een sferisch model [Jordan 50]. Meer geavanceerde analytische
akoestische modellen van elektrische machines worden bijvoorbeeld behandeld in [Zhu 94].

Wat de numerieke bepaling van het geluidsveld betreft, kan men beroep doen op de randele-
mentenmethode. Bij de vergelijking van het berekende en het opgemeten geluidsveld kunnen zeer
grote afwijkingen voorkomen zowel wat betreft het totaal afgestraald akoestisch vermogen als het
ruimtelijk patroon van het geluidsveld. Dit kan te wijten zijn aan de vereenvoudiging van het
statoroppervlak, aan een onnauwkeurige kennis van het trillingspatroon, enz. .
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1.3 Geluid en trillingen van magnetische oorsprong bij inductie-

machines

Voor de analyse van het geluid en de trillingen van magnetische oorsprong bij inductiemachines
moet men rekening houden met verschillende factoren die invloed hebben op het frequentiespectrum
en de intensiteit van het geluid en de trillingen. Zoals reeds vermeld kunnen we voor het bepalen
van de frequenties van de exciterende magnetische krachten beroep doen op de draaiveldtheorie.
Hierbij wordt het luchtspleetveld in functie van de tijd t en van de hoekcoördinaat θ beschreven
door middel van een reeks loopgolven met verschillende frequenties fk en ordes νk:

B(θ, t) =
∑

k

ℜ
(

B̄k ej(2πfkt−νkθ)
)

(1.8)

Deze loopgolven worden bekomen door het vermenigvuldigen van de m.m.k.-golven, die de stroom-
verdeling in stator en rotor weergeven, met de permeantiegolven aan de hand waarvan het gleufef-
fect, rotorexcentriciteit en verzading in rekening kunnen worden gebracht. De magnetische kracht-
werking wordt beschreven aan de hand van de Maxwellspanningen in de luchtspleet wat een reeks
radiale krachtgolven oplevert:

σr(θ, t) =
B2(θ, t)

2µ0
(1.9)

=
∑

l

ℜ
(

σ̄l ej(2πflt−νlθ)
)

(1.10)

De frequenties en ordes van het luchtspleetveld en dus van de krachtgolven worden bepaald
door de volgende factoren:

• de harmonischen van de aangelegde spanning in geval van invertorvoeding

• de m.m.k.-harmonischen van de stator- en rotorwikkeling

• het gegleufd zijn van stator en rotor (gleufeffect)

• statische en dynamische excentriciteit van de rotor

• verzadiging

Bij invertorvoeding worden de frequenties van het geluid mede bepaald door het frequentiespec-
trum van de uitgangsspanning van de invertor. De analyse van het geproduceerde geluid bij inver-
torvoeding wordt bijvoorbeeld behandeld in [Belmans 87], [Belmans 91], [Bolte 90], [Wallace 90]
en [Yacamini 95]. Het gaat hierbij in hoofdzaak om kwalitatieve studies, d.i. het bepalen van de
frequenties van de exciterende magnetische krachten op basis van het frequentiespectrum van de
invertorspanning. Eventueel wordt deze analyse van het frequentiespectrum van de exciterende
krachten gekoppeld met een mechanische analyse om na te gaan welke frequenties van de krachten
in de buurt liggen van een eigenfrequentie van de machine en dus een hoge geluidsproductie kunnen
veroorzaken, cf. [Belmans 91].
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Verder kan men op basis van de analyses van het geluid van invertorgevoede machines PWM-
technieken trachten te ontwikkelen om het geproduceerde geluid te beperken zoals bijvoorbeeld
voorgesteld in [Takahashi 86], [Habetler 91] en [Ueda 91].

De m.m.k.-harmonischen en het gleufeffect vormen een andere belangrijke factor. Van groot
belang hierbij is de combinatie van het aantal stator- en rotorgleuven, in het bijzonder wat betreft
de ordes van de krachtgolven die hiermee overeenkomen. Bij bepaalde combinaties van de stator- en
rotorgleuven ontstaan er immers krachtgolven met een lage orde (bv. orde 2), die een dominante rol
spelen bij de geluidsproductie. De keuze van de combinatie van het aantal stator- en rotorgleuven
in verband met de geluidsproductie wordt bijvoorbeeld behandeld in [Jordan 50], [Binns 78] en
[Binns 80]. Wat de numerieke bepaling van het gleufeffect betreft, zijn er verschillende methodes
beschreven, bijvoorbeeld in [Binns 64], [Bolte 84], [Hesse 92] [Gerling 94].

Verder kunnen ook statische en dynamische rotorexcentriciteit een voorname rol spelen. Hierbij
is tevens het type statorwikkeling van belang. Bij parallelschakeling van de statorwikkelingen van
de verschillende polen worden de velden die ontstaan door excentriciteit gedempt [Ellison 71a,
DeBortoli 93]. In het bijzonder bij tweepolige machines ontstaat er door excentriciteit een eenzijdige
magnetische trekkracht op de rotor wat een radiale rotortrilling veroorzaakt [Belmans 84].

Tenslotte veroorzaakt ook verzadiging een reeks harmonische velden in de machine en moet
dus eveneens in rekening gebracht worden bij het bepalen van de frequenties en de ordes van de
krachtgolven.

We merken op dat in de literatuur dikwijls één factor bij de geluidsproductie apart wordt be-
handeld, bij voorbeeld de invloed van de spanningsharmonischen of de invloed van excentriciteit,
waarbij de andere factoren niet beschouwd worden. In vele gevallen echter kan het frequentiespec-
trum slechts verklaard worden indien de verschillende factoren die de magnetische krachten bepalen
tergelijkertijd in rekening worden gebracht.

1.4 Doelstelling

Zoals uit dit inleidend hoofdstuk blijkt, is de productie van geluid en trillingen bij elektrische
machines een complex probleem dat uit vele facetten bestaat. In dit werk zullen we ons beperken
tot één deelaspect, met name de magnetische krachtwerking.

Dit onderwerp wordt vanuit verschillende invalshoeken benaderd. Vooreerst wordt de fysische
achtergrond van de magnetische krachtwerking theoretisch behandeld. Nadien worden de resultaten
van dit onderzoek toegepast voor de bepaling van krachtwerking in inductiemachines, specifiek in
verband met de productie van geluid en trillingen.
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Hoofdstuk 2

Vervorming van gemagnetiseerd

materiaal

2.1 Inleiding

Als fundamentele basis voor de studie van geluid en trillingen van elektromagnetische oorsprong
bij elektrische machines, dient een model voor de vervormingen van gemagnetiseerd materiaal op-
gesteld te worden. Vervorming van materiaal bij magnetisering wordt algemeen als magnetostrictie

bestempeld, waarbij men onderscheid maakt tussen enerzijds vervormingen te wijten aan veran-
deringen van de interne structuur (op microscopisch niveau) en vervormingen door magnetische
krachten (macroscopische krachtenverdeling).

Bij ferromagnetische materialen spelen de vervormingen door microscopische structuurverande-
ringen slechts een belangrijke rol bij zeer hoge inductieniveau’s. Bij elektrische machines waar het
magnetisch werkingspunt gelegen is in het begin van verzadiging of lager, kan men in eerste instan-
tie deze ’zuivere’ magnetostrictie verwaarlozen ten opzichte van de vervormingen door magnetische
krachten [Reyne 87].

Wat de magnetische krachtenverdelingen betreft, zijn er in de literatuur verschillende benaderin-
gen terug te vinden, die echter niet equivalent zijn, m.a.w. die tot verschillende krachtenverdelingen
leiden. Een algemene consensus over het berekenen van magnetische krachtenverdelingen bestaat
dus niet. De verschillende krachtenverdelingen resulteren echter wel in dezelfde totale kracht en het-
zelfde totaal moment die op een magnetisch lichaam inwerken. Voor het berekenen van deze totale
krachtwerking, komen de verschillende methodes immers neer op het integreren van de Maxwell-
spanningen over een contour die het lichaam volledig omsluit. Een equivalente berekeningsmethode
wordt bekomen door toepassing van het principe van de virtuele arbeid. De Maxwellspanningen
kunnen trouwens afgeleid worden m.b.v. het principe van de virtuele arbeid. Het ligt bijgevolg voor
de hand om dit principe van de virtuele arbeid ook toe te passen voor het berekenen van niet alleen
de totale krachten en momenten maar ook van de krachtenverdeling. Hierbij neemt men aan dat de
totale energiedichtheid bestaat uit enerzijds de magnetostatische energiedichtheid, zonder hierbij
vervorming in rekening te brengen, en anderzijds de elastische energie waarbij de magnetisatie van
het materiaal niet beschouwd wordt. De magnetische krachtenverdeling (krachtdichtheid) wordt
hierbij berekend door middel van een lokale toepassing van het principe van de virtuele arbeid, uit-
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gaande van de magnetostatische energie. Op basis van deze magnetische krachtdichtheid wordt dan
met behulp van de elasticiteitsleer de vervorming bepaald, waarbij enkel de elastische energie een rol
speelt. Aan deze werkwijze kan vervolgens, enigzins kunstmatig, een interactie tussen magnetische
en elastische verschijnselen toegevoegd worden, bijvoorbeeld door de magnetische permeabiliteit µ
afhankelijk te maken van de massadichtheid ̺.

In dit hoofdstuk wordt een alternatieve aanpak ontwikkeld waarbij de magnetische en elastische
verschijnselen tesamen worden behandeld. In tegenstelling tot de hierboven aangehaalde werkwijze
wordt hier niet a priori getracht een magnetische krachtdichtheid af te leiden. Er zal zelfs blijken
dat een macroscopische krachtdichtheid (in de strikte zin van kracht per volume-eenheid) eigenlijk
niet bestaat. De waarneembare grootheid is trouwens niet de magnetische krachtenverdeling, maar
wel de resulterende vervorming.

Bij de behandeling van de vervorming van gemagnetiseerd materiaal gaan we uit van een ma-
croscopische beschrijving van het magnetisch materiaal. Voor een microscopische behandeling van
magnetostrictie kunnen we bijvoorbeeld naar [Chikazumi 64] verwijzen.

2.2 Magnetische krachtwerking op basis van magnetisatiemodel-

len

2.2.1 Inleiding

Om tot een macroscopische beschrijving van magnetische velden in magnetische middenstoffen te
komen gaat men uit van de ’vrije’ ruimte, d.w.z. de ruimte met enkel de vrije stroomdichtheid J̄
als bron van magnetische velden. In deze vrije ruimte wordt dan magnetisch materiaal toegevoegd,
onder de vorm van een magnetisch moment per volume-eenheid µ0M̄ . Deze magnetisatie van de
middenstoffen kan worden gemodelleerd door extra bronnen aan de vrije ruimte toe te voegen.
Men kan dus trachten de magnetische krachtenverdeling te bepalen op basis van de kracht op
magnetische momenten of op basis van de kracht op deze bronnen die de magnetisatie weergeven.
De bekomen krachtenverdelingen blijken echter afhankelijk te zijn van het gebruikte model om de
magnetisatie weer te geven. Het zijn slechts fictieve krachtenverdelingen die echter wel nuttig te
zijn om de totale krachten en momenten die op magnetische lichamen inwerken te bepalen.

Als referentie bij de hier volgende beschrijving van magnetisch materiaal en verder bij de bepa-
ling van de totale kracht en het totaal moment die inwerken op een magnetisch lichaam vermelden
we [Pauwels].

2.2.2 Chu- en Ampère-model

De vrije ruimte, die, zoals in de inleiding vermeld, als uitgangspunt dient, wordt beheerst door de
volgende wetten 1:

∇̄ ·
(

µ0H̄
)

= ∇̄ · B̄ = 0 (2.1)

∇̄ × B̄

µ0
= ∇̄ × H̄ = J̄ (2.2)

B̄ = µ0H̄ (2.3)
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Voor het weergeven van magnetische middenstoffen kan men uitgaan van verschillende modellen
voor een elementaire magnetische dipool met moment m̄.�da. Chu-model �a i�qm+qm b. Amp�ere-model

Figuur 2.1: Voorstelling van een magnetische dipool

2.2.2.1 Chu-model

In het Chu-model wordt een dipool voorgesteld als twee tegengestelde magnetische ladingen qm en
−qm van elkaar verwijderd over een afstand d̄ , zoals weergegeven in Figuur 2.1.a, wat resulteert in
een magnetisch moment m̄ gegeven door:

m̄ = qmd̄ (2.4)

Een macroscopische beschrijving van de magnetisatie bekomt men dan door het definiëren van
een magnetisatiedichtheid M̄ waarbij µ0M̄ het magnetisch moment per volume-eenheid voorstelt.
Deze magnetisatiedichtheid M̄ wordt in het Chu-model gemodelleerd aan de hand van de magne-
tische ladingsdichtheid ̺m gegeven door:

̺m = −∇̄ · µ0M̄ (2.5)

die als extra bron aan de vrije ruimte toegevoegd wordt. Het aldus bekomen veld is de magnetische
veldsterkte H̄ die bepaald wordt door:

∇̄ · µ0H̄ = ̺m = −∇̄ · µ0M̄ (2.6)

∇̄ × H̄ = J̄ (2.7)

Als we de magnetische inductie B̄ definiëren als:

B̄ = µ0
(

H̄ + M̄
)

(2.8)

kan vergelijking (2.6) omgevormd worden tot de bekende vorm:

∇̄ · B̄ = 0 (2.9)

1In het algemeen geval dient het rechterlid van (2.2) aangevuld te worden tot: ∇̄ × H̄ = J̄ + ∂D̄
∂t

. Hier worden
steeds de quasi-stationaire vergelijkingen beschouwd, waarbij het magnetisch en elektrisch veldsysteem ontkoppeld
zijn.
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In de Chu-formulering is als het ware de magnetische veldsterkte H̄ het fundamentele veld
terwijl de inductie B̄ eerder een hulpgrootheid is.

2.2.2.2 Ampère-model

Een andere voorstelling van een elementaire magnetische dipool wordt gegeven door het Ampère-
model. Hierbij wordt een dipool voorgesteld als een elementaire stroomkring, zoals weergegeven in
Figuur 2.1.b, met magnetisch moment:

m̄ = µ0iā (2.10)

Een macroscopische beschrijving van magnetische middenstoffen bekomt men door het toevoe-
gen van de magnetiseringsstroomdichtheid J̄m gegeven door

J̄m = ∇̄ × M̄ (2.11)

als bron in de vrije ruimte.

Het aldus bekomen veld, ditmaal de magnetische inductie B̄, wordt bepaald door :

∇̄ · B̄ = 0 (2.12)

∇̄ × B̄

µ0
= J̄ + J̄m = J̄ + ∇̄ × M̄ (2.13)

Mits de magnetische veldsterkte H̄ te definiëren als

H̄ =
B̄

µ0
− M̄ (2.14)

wordt vergelijking (2.13) herleid tot

∇̄ × H̄ = J̄ (2.15)

Bij het Ampère-model kunnen we de magnetische inductie B̄ als het fundamentele veld en de
magnetische veldsterkte H̄ als een hulpgrootheid bestempelen.

2.2.2.3 Besluit

Beide modellen leiden tot dezelfde macroscopische beschrijving van het magnetisch veldsysteem nl.
:

∇̄ · B̄ = 0 (2.16)

∇̄ × H̄ = J̄ (2.17)

B̄ = µ0
(

H̄ + M̄
)

(2.18)
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In de volgende paragrafen wordt nagegaan of beide modellen eveneens tot eenzelfde magnetische
krachtwerking aanleiding geven, uitgaande van de krachtwerking op elementaire dipolen of op de
magnetische bronnen.

2.2.3 Krachtwerking op dipolen

Men beschouwt nu een dipool met magnetisch moment m̄ die men in de vrije ruimte plaatst.

Volgens het Chu-model, uitgaande van de kracht op magnetische lading, gegeven door

F̄q = qmH̄ , (2.19)

worden de kracht en het koppel die op deze dipool inwerken gegeven door:

F̄c =
(

m̄ · ∇̄
)

H̄ (2.20)

C̄c = m̄ × H̄ . (2.21)

Op basis van de kracht op stroom (J̄ × B̄) bekomt men de kracht en het koppel op een dipool
van het Ampère-model:

F̄a =
1

µ0

(

∇̄B̄
)

· m̄ (2.22)

C̄a =
1

µ0
m̄ × B̄ (2.23)

Indien de dipool zich in een ruimte zonder bronnen bevindt (J̄=0 ter hoogte van de dipool),
dan zijn de krachten en koppels volgens het Chu-model (2.20 en 2.21) en volgens het Ampère-model
(2.22 en 2.23) identiek. Inderdaad uit de veldvergelijkingen in de vrije ruimte zonder bronnen

B̄ = µ0H̄ en J̄ = ∇̄ × H̄ = 0

volgt:

F̄a − F̄c =
1

µ0

(

∇̄B̄
)

· m̄ −
(

m̄ · ∇̄
)

H̄

=
(

∇̄H̄
)

· m̄ −
(

m̄ · ∇̄
)

H̄

= m̄ ×
(

∇̄ × H̄
)

= 0 (2.24)

en

C̄a − C̄c =
1

µ0
m̄ × B̄ − m̄ × H̄

= 0 . (2.25)
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De krachtwerkingen op een dipool volgens het Chu- en volgens het Ampère-model zijn dus
equivalent als de andere bronnen vanuit microscopisch oogpunt ver verwijderd zijn zodat de dipool
zich in een vrije ruimte zonder bronnen bevindt.

Als in de uitdrukkingen voor de kracht en het koppel op een dipool het magnetisch moment m̄
vervangen wordt door het magnetisch moment per volume-eenheid µ0M̄ bekomt men een kracht en
koppel per volume-eenheid of m.a.w. een kracht- en koppeldichtheid. Bij deze overgang van discrete
dipolen naar een macroscopische magnetisatiedichtheid M̄ , bevinden de dipolen zich uiteraard niet
meer in een vrije ruimte zonder bronnen, noch kunnen de dipolen als onderling ver verwijderd
worden beschouwd. De bekomen kracht- en koppeldichtheden zijn dus enkel fictief. Ze worden hier
toch vermeld, enerzijds om aan te tonen dat de equivalentie van het Chu- en Ampère-model bij deze
werkwijze verloren gaat en anderzijds omdat de bekomen uitdrukkingen, zoals verder zal blijken,
wel nuttig zijn voor het berekenen van totale krachten en momenten op magnetische lichamen.

Als men dus in (2.20) en (2.21) m̄ vervangt door µ0M̄ en hieraan de krachtdichtheid op de vrije
stromen J̄ toevoegt, vindt men de (fictieve) kracht- en koppeldichtheid volgens het Chu-model:

f̄c = J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄ (2.26)

= ∇̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

(2.27)

= ∇̄ · T̄ c (2.28)

c̄c = µ0M̄ × H̄ (2.29)

Op analoge wijze worden de (fictieve) kracht- en koppeldichtheid volgens het Ampère-model
afgeleid:

f̄a = J̄ × B̄ + ∇̄B̄ · M̄ (2.30)

= ∇̄ ·
(

B̄H̄ −
(

µ0

2
H2 − µ0

2
M2

)

Ī

)

(2.31)

= ∇̄ · T̄ a (2.32)

c̄a = M̄ × B̄ (2.33)

Voor de omvorming van de krachtdichtheden (2.26) en (2.30) naar de respectievelijke tensorfor-
muleringen (2.27) en (2.31) verwijzen we naar appendix A.

Uit (2.27) en (2.31) blijkt dat de krachtdichtheden voor de twee modellen met een term ∇̄ ·
µ0

2 M2Ī verschillen. De koppeldichtheden blijken wel overeen te stemmen, immers

c̄a − c̄c = M̄ × B̄ − µ0M̄ × H̄ = µ0M̄ × M̄ = 0 (2.34)

We merken tenslotte op dat de fictieve krachtdichtheden f̄c en f̄a een singulariteit vertonen ter
hoogte van een scheidingsoppervlak tussen twee verschillende materialen wegens de discontinüıteit
van respectievelijk H̄ en B̄. In het bijzonder voor het randoppervlak van een magnetisch materiaal,
i.e. het scheidingsoppervlak met een niet-magnetisch materiaal (M̄ = 0), resulteert dit in de
volgende (fictieve) spanningen, die in Appendix A worden afgeleid:

T̄c(n̄) =
µ0

2
M2

nn̄ (2.35)
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en

T̄a(n̄) = −µ0

2
M2

t n̄ (2.36)

2.2.4 Kracht op magnetische bronnen

In plaats van de kracht op de dipolen als basis te nemen, wordt nu de kracht op de bronnen die de
magnetisatie voorstellen beschouwd.

In het Chu-model is dit de magnetische ladingsdichtheid ̺m, waarop de volgende kracht- en
koppeldichtheid inwerken:

f̄ = ̺mH̄ (2.37)

c̄ = 0 (2.38)

Als hieraan terug de kracht op de vrije stromen wordt toegevoegd, resulteert dit in de volgende
fictieve kracht- en koppeldichtheid (zie Appendix A) :

f̄c′ = J̄ × µ0H̄ + ̺mH̄ (2.39)

= ∇̄ ·
(

µ0H̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

(2.40)

= ∇̄ · T̄ c′ (2.41)

c̄c′ = 0 (2.42)

wat correspondeert met de volgende fictieve spanning op randoppervlakken:

T̄c′(n̄) = n̄ · µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄ (2.43)

In het Ampère-model wordt de krachtwerking op de magnetisatiestroomdichtheid J̄m en op de
vrije stroomdichtheid J̄ gegeven door (zie Appendix A) :

f̄a′ = J̄ × B̄ + J̄m × B̄ (2.44)

=
1

µ0
∇̄ ·

(

B̄B̄ − 1

2
B2Ī

)

(2.45)

= ∇̄ · T̄ a′ (2.46)

c̄a′ = 0 (2.47)

en de spanning op randoppervlakken:

T̄a′(n̄) =
(

B̄ · M̄
)

n̄ − n̄ ·
(

B̄M̄
)

− µ0

2
M2

t n̄ (2.48)
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2.2.5 Besluit

Op basis van de twee beschouwde magnetisatiemodellen kan men vier verschillende fictieve kracht-
en koppeldichtheden afleiden, enerzijds afhankelijk van het model (Chu of Ampère), en anderzijds
afhankelijk van het uitgangspunt, nl. de kracht op een elementaire dipool (index c en a) of de kracht
op de bronnen die de magnetisatie voorstellen (index c′ en a′).

De vier kracht- en koppeldichtheden zijn echter verschillend. Het is dus onwaarschijnlijk dat
deze aanpak leidt tot het bepalen van de ’ware’ kracht- en koppelverdeling.

2.3 Kracht op een deel van een magnetisch lichaam - veralge-

meende spanning van Maxwell

2.3.1 Inleiding

Uit de vorige paragraaf is gebleken dat de kracht op een dipool slechts eenduidig bepaald is, d.w.z.
onafhankelijk is van het dipoolmodel, als de andere bronnen - microscopisch gezien - ver verwij-
derd zijn. Daarom wordt de magnetische krachtwerking nu opgesplitst in ’langeafstandskrachten’
en ’korteafstandskrachten’. Om deze begrippen nader te omschrijven, beschouwt men de ruimte
waarvan een deel V1 afgezonderd wordt, zoals voorgesteld in Figuur 2.2. De langeafstandskracht
op V1 is de kracht die de bronnen buiten V1 op het gemagnetiseerd materiaal en de stromen in V1

uitoefenen, waarbij de bronnen buiten V1 op microscopische schaal als ver verwijderd van V1 be-
schouwd worden. Zij V0 het volume dat alle bronnen buiten V1 bevat, dan is voor de berekening van
de langeafstandskracht op V1 als het ware een microscopische snede aangebracht tussen V1 en V0,
zoals voorgesteld in Figuur 2.3. Of omgekeerd, men verwijdert V1 en V0 van elkaar, en beschouwt
dan de limietsituatie waarbij de afstand tussen beide naar nul gaat. Deze definitie van magnetische
langeafstandskrachten wordt bijvoorbeeld ook gehanteerd in [Brown 53, Brown 66].

2.3.2 Kracht en moment van de magnetische langeafstandskrachtwerking op

een deel van een magnetisch lichaam

Na het aanbrengen van de ’snede’ ontstaat er een discontinüıteit van de velden ter hoogte van het
oppervlak S1. Daarom worden nu twee oppervlakken beschouwd: ten eerste, het oppervlak S+

1 dat
in de snede, en dus net buiten het oppervlak S1 gelegen is en dat het volume V +

1 omvat en ten
tweede een oppervlak S−

1 dat net binnen S1 ligt en het volume V −

1 omsluit. De grootheden ter
hoogte van S−

1 (m.a.w. in het materiaal) zijn dezelfde als die ter hoogte van S1 vóór het aanbrengen
van de snede. De integralen over het oppervlak S−

1 en het hierdoor omsloten volume V −

1 van Figuur
2.3 kunnen bijgevolg vervangen worden door integralen over respectievelijk S1 en V1 van Figuur
2.2.

De magnetische langeafstandskracht op V1 kan men nu berekenen op basis van de krachten op
elementaire dipolen. Daartoe wordt de magnetische veldsterkte H̄ opgedeeld in H̄0 en H̄1 opgewekt
door de bronnen respectievelijk buiten en binnen V1.

Wegens het actie-reactie-principe is de totale kracht en het totaal moment dat de bronnen
binnen V1 op elkaar uitoefenen nul. Enkel H̄0, de magnetische veldsterkte opgewekt door de bronnen
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Figuur 2.2: Indeling van het magnetisch materiaal

buiten V1, levert dus een bijdrage tot de totale kracht en moment. H̄0 voldoet binnen V1 aan de
veldvergelijkingen van de vrije ruimte zonder bronnen. De kracht en het koppel op een dipool
binnen V1 te wijten aan het veld H̄0 zijn dus eenduidig bepaald en leiden tot de volgende kracht- en
koppeldichtheden die voor het Chu- en Ampère-model identiek zijn, zoals hoger reeds aangetoond:

f̄0 = J̄ × µ0H̄0 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄0 = J̄ × B̄0 + ∇̄B̄0 · M̄ (2.49)

c̄0 = µ0M̄ × H̄ = M̄ × B̄ (2.50)

Voor de verdere redenering wordt enkel de Chu-formulering neergeschreven.

De kracht en het moment uitgeoefend op V1 worden dus gegeven door:

F̄0 =

∫

V1

[

J̄ × µ0H̄0 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄0
]

dv (2.51)

L̄0 =

∫

V1

{

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄0 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄0
]

+ µ0M̄ × H̄0
}

dv (2.52)

Beschouwen we nu de ruimte met enkel de bronnen binnen V1 en het H̄1-veld dat door deze
bronnen wordt opgewekt. Men kan aantonen dat de ’kracht’ F̄1 en het ’moment’ L̄1 op V1 berekend
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1 S+1S�1V1S1 0
Figuur 2.3: De ’snede’ tussen V1 en V0

aan de hand van de fictieve krachtdichtheid f̄c (2.26) en koppeldichtheid c̄c (2.29) in dit geval beide
nul zijn:

F̄1 =

∫

V +
1

[

J̄ × µ0H̄1 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄1

]

dv

= 0 (2.53)

L̄1 =

∫

V +
1

{

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄1 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄1

]

+ µ0M̄ × H̄1

}

dv (2.54)

= 0 (2.55)

Inderdaad, uit de tensorformulering (2.27) volgt dat:

F̄1 =

∫

V +
1

∇̄ ·
(

B̄1H̄1 −
µ0

2
H2

1 Ī

)

dv (2.56)

=

∮

S

n̄ ·
(

B̄1H̄1 −
µ0

2
H2

1 Ī

)

ds (2.57)

waarbij S een willekeurig oppervlak is dat V1 omsluit. Laat men nu S naar het oppervlak op
oneindig naderen, dan verminderen de velden (minstens) volgens r−2 terwijl het oppervlak volgens
r2 toeneemt, waaruit kan besloten worden dat F̄1 = 0. Uit een analoge redenering volgt eveneens
dat L̄1 = 0.

Als men nu de krachten F̄0 en F̄1 en de momenten L̄0 en L̄1 samentelt bekomt men uitdrukkingen
voor de kracht en het moment op V1 in functie van het totale H̄-veld:

F̄ = F̄0 + F̄1 (2.58)

=

∫

V +
1

[

J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄
]

dv (2.59)
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=

∫

V +
1

f̄c dv (2.60)

en

L̄ = L̄0 + L̄1 (2.61)

=

∫

V +
1

{

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄
]

+ µ0M̄ × H̄
}

dv (2.62)

=

∫

V +
1

(

r̄ × f̄c + c̄c

)

dv (2.63)

Door het aanbrengen van de snede wordt de fictieve krachtdichtheid f̄c singulier ter hoogte van
S1. Dit leidt tot een extra spanning op het oppervlak S1, nl. de spanning op randoppervlakken
corresponderend met f̄c die gegeven wordt door:

T̄c(n̄) =
µ0

2
M2

nn̄ (2.64)

zodat F̄ en L̄ als volgt kunnen omgevormd worden tot integralen over het oorspronkelijk volume V1

en oppervlak S1 van Figuur 2.2 (m.a.w. vóór het invoeren van de discontinüıteiten en singulariteiten)
:

F̄ =

∫

V +
1

[

J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄
]

dv (2.65)

=

∫

V −

1

[

J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄
]

dv +

∮

S−

1

µ0

2
M2

nn̄ ds (2.66)

=

∫

V1

f̄c dv +

∮

S1

T̄c (n̄) ds (2.67)

=

∮

S1

[

n̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H̄2Ī

)

+
µ0

2
M2

nn̄

]

ds (2.68)

=

∮

S1

[

n̄ · T̄ c + T̄c (n̄)
]

ds (2.69)

L̄ =

∫

V +
1

{

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄
]

+ µ0M̄ × H̄
}

dv (2.70)

=

∫

V −

1

[

r̄ ×
(

J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄
)]

dv +

∮

S−

1

r̄ × µ0

2
M2

nn̄ ds (2.71)

=

∫

V1

(

r̄ × f̄c + c̄c

)

dv +

∮

S1

r̄ × T̄c (n̄) ds (2.72)

=

∮

S1

r̄ ×
{

n̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H̄2Ī

)

+
µ0

2
M2

nn̄

}

ds (2.73)
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=

∮

S1

r̄ ×
[

n̄ · T̄ c + T̄c (n̄)
]

ds (2.74)

Volgens (2.67) en (2.72) kunnen de kracht en het moment inwerkend op een deel van een
magnetisch lichaam door de magnetische langeafstandskrachtwerking, berekend worden aan de
hand van de fictieve kracht- en koppeldichtheid f̄c en c̄c binnen V1 en een extra spanning T̄ c(n̄) op
het oppervlak S1. Deze kracht en dit moment kunnen volgens (2.69) en (2.74) eveneens gevonden
worden aan de hand van de volgende ’elektromagnetische spanning’ op het oppervlak:

σ̄em = n̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

+
µ0

2
M2

nn̄ = n̄ · T̄ c + T̄c(n̄) (2.75)

Deze berekeningswijze geldt eveneens voor de andere fictieve kracht- en koppeldichtheden en
hun corresponderende singulariteiten aan randoppervlakken die in §2.2.3 en §2.2.4 werden afgeleid.

We kunnen de kracht en het moment op V1 gegeven door (2.51) en (2.52) bijvoorbeeld omvormen
tot de kracht en het moment die het veld H̄0 uitoefent op de magnetische ladingsdichtheid ̺m:

F̄0 =

∫

V1

[

J̄ × µ0H̄0 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄0
]

dv (2.76)

=

∫

V +
1

[

J̄ × µ0H̄0 −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄0 + ∇̄ ·
(

µ0M̄H̄0
)]

dv

=

∫

V +
1

(

J̄ × µ0H̄0 + ̺mH̄0

)

dv +

∮

S+
1

n̄ ·
(

µ0M̄H̄0

)

ds

=

∫

V +
1

(

J̄ × µ0H̄0 + ̺mH̄0

)

dv (2.77)

C̄0 =

∫

V1

{

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄0 +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄0

]

+ µ0M̄ × H̄0

}

dv (2.78)

=

∫

V1

{

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄0 −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄0
]

+ r̄ × ∇̄ ·
(

µ0M̄H̄0
)

+ µ0M̄ × H̄0
}

dv

=

∫

V +
1

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄0 + ̺mH̄0

]

dv +

∮

S+
1

r̄ × n̄ · µ0M̄H̄0 ds

=

∫

V +
1

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄0 + ̺mH̄0

]

dv (2.79)

Verder kan terug eenvoudig aangetoond worden dat de corresponderende uitdrukkingen in func-
tie van het H̄1-veld nul zijn:

F̄1 =

∫

V +
1

[

J̄ × µ0H̄1 −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄1
]

dv (2.80)
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= 0 (2.81)

L̄1 =

∫

V +
1

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄1 −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄1
]

dv (2.82)

= 0 (2.83)

Door optelling van F̄0 en F̄1 en van L̄0 en L̄1 bekomen we terug de kracht F̄ en het moment L̄
in functie van het totale H̄-veld maar ditmaal uitgedrukt aan de hand van f̄c′, cc′ en T̄c′ :

F̄ = F̄0 + F̄1 (2.84)

=

∫

V +
1

[

J̄ × µ0H̄ −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄
]

dv (2.85)

=

∫

V −

1

[

J̄ × µ0H̄ −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄
]

dv +

∮

S1

(

n̄ · µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄

)

ds

=

∫

V1

f̄c′ dv +

∮

S1

T̄c′ ds (2.86)

=

∮

S1

[

n̄ ·
(

µ0H̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

+ n̄ · µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄

]

ds (2.87)

=

∮

S1

(

n̄ · T̄ c′ + T̄c′

)

ds (2.88)

L̄ = L̄0 + L̄1 (2.89)

=

∫

V +
1

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄ −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄
]

dv (2.90)

=

∫

V −

1

r̄ ×
[

J̄ × µ0H̄ −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄
]

dv +

∮

S−

1

r̄ ×
(

n̄.µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄

)

ds (2.91)

=

∫

V1

r̄ × f̄c′ dv +

∮

S1

r̄ × T̄c′ ds (2.92)

=

∮

S1

r̄ ×
[

n̄ ·
(

µ0H̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

+ n̄ · µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄

]

ds (2.93)

=

∮

S1

r̄ ×
[

n̄ · T̄ c′ + T̄c′ (n̄)
]

ds (2.94)

Uit (2.86) en (2.92) blijkt dus dat de kracht en het moment kunnen berekend worden aan de
hand van f̄c′ en T̄c′ , m.a.w. op basis van de kracht op de bronnen die de magnetisatie voorstellen,
met name, in het geval van het Chu-model, de magnetische ladingsdichtheid ̺m.
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Volgens (2.88) en (2.94) bekomen we dezelfde elektromagnetische spanning σ̄em als voorheen
(2.75),

σ̄em = n̄ · T̄ c′ + T̄c′ (2.95)

= n̄ ·
(

µ0H̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

+ n̄ · µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄

= n̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

+
µ0

2
M2

nn̄

= n̄ · T̄ c + T̄c (2.96)

2.3.3 De elektromagnetische spanning σ̄em - fysische betekenis en eigenschappen

De redenering van de voorgaande paragraaf kan nu herhaald worden voor het Ampère-model.
Aangezien het uitgangspunt, nl. de kracht en het koppel op een dipool binnen V1 uitgeoefend door
het veld H̄0 opgewekt door de bronnen buiten V1, identiek is voor het Chu- en het Ampère-model
volgens (2.49) en (2.50), zal het eindresultaat, nl. de kracht en het moment op een deel van een
magnetisch lichaam, eveneens identiek zijn.

De totale kracht en het totaal moment uitgeoefend op het materiaal binnen V1 t.g.v. de mag-
netische langeafstandskrachten kunnen bijgevolg berekend worden aan de hand van de vier kracht-
en koppeldichtheden en hun corresponderende spanningen op randoppervlakken:

F̄ =

∫

V1

f̄c dv +

∮

S1

T̄c (n̄) ds (2.97)

=

∫

V1

f̄c′ dv +

∮

S1

T̄c′ (n̄) ds (2.98)

=

∫

V1

f̄a dv +

∮

S1

T̄a (n̄) ds (2.99)

=

∫

V1

f̄a′ dv +

∮

S1

T̄a′ (n̄) ds (2.100)

=

∮

S1

σ̄em ds (2.101)

L̄ =

∫

V1

(

r̄ × f̄c + c̄c

)

dv +

∮

S1

r̄ × T̄c (n̄) ds (2.102)

=

∫

V1

r̄ × f̄c′ dv +

∮

S1

r̄ × T̄c (n̄) ds (2.103)

=

∫

V1

(

r̄ × f̄a + c̄a

)

dv +

∮

S1

r̄ × T̄a (n̄) ds (2.104)

=

∫

V1

r̄ × f̄a′ dv +

∮

S1

r̄ × T̄a′ (n̄) ds (2.105)
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=

∮

S1

r̄ × σ̄em ds (2.106)

De elektromagnetische spanning σ̄em kan hierbij uitgedrukt worden aan de hand van de tensoren
T̄ c, T̄ c′ , T̄ a en T̄ a′ en de spanningen T̄c, T̄c′ , T̄a en T̄a′ :

σ̄em (n̄) = n̄ · T̄ c + T̄c (2.107)

= n̄ ·
(

B̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī

)

+
µ0

2
M2

nn̄ (2.108)

= n̄ · T̄ c′ + T̄c′ (2.109)

= n̄ ·
(

H̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī

)

+ n̄ · µ0M̄H̄ +
µ0

2
M2

nn̄ (2.110)

= n̄ · T̄ a + T̄a (2.111)

= n̄ ·
[

B̄H̄ −
(

1

2
µ0H

2 − 1

2
µ0M

2
)

Ī

]

− 1

2
µ0M

2
t n̄ (2.112)

= n̄ · T̄ a′ + T̄a′ (2.113)

= n̄ ·
(

1

µ0
B̄B̄ − 1

2µ0
B2Ī

)

+
(

B̄ · M̄
)

n̄ − n̄ ·
(

B̄M̄
)

− 1

2
µ0M

2
t n̄ (2.114)

Deze elektromagnetische spanning σ̄em heeft geen lokale betekenis, enkel de totale kracht en het
totaal moment t.g.v. de magnetische langeafstandskrachten die inwerken op het materiaal binnen
een volume V kunnen ermee berekend worden.

We merken verder op dat σ̄em (n̄) niet kan afgeleid worden van een elektromagnetische span-
ningstensor T̄ em. Dit betekent dat de magnetische langeafstandskrachten niet kunnen geschreven
worden in de vorm van een kracht per volume-eenheid (∇̄ · T̄ em). Het is dus niet zonder meer moge-
lijk om met de klassieke elasticiteitsleer de vervorming t.g.v. de magnetische langeafstandskrachten
te berekenen.

Bovendien is er ook een koppeldichtheid, nl. c̄c = c̄a = M̄ × µ0H̄, die in de klassieke elastici-
teitsleer niet voorkomt. In tegenstelling tot de krachtdichtheid kan men immers wel spreken van
een koppeldichtheid. Dit kan eenvoudig ingezien worden als men het moment berekent om het
middelpunt van een elementaire kubus volgens (2.72) :

L̄ =

∫

V1

(

r̄ × f̄c + c̄c

)

dv +

∮

S1

r̄ × T̄c(n̄) ds (2.115)

Als men de afmetingen van de kubus naar nul laat gaan kan men f̄c en c̄c als constant binnen
het volume beschouwen en T̄c(n̄) = µ0

2 M2
nn̄ als constant op de zes zijvlakken. In dit geval ver-

dwijnt de term
∫

V1

r̄ × f̄c dv en aangezien T̄c(n̄) enkel uit een normaalspanning bestaat verdwijnt

ook
∮

S1

r̄ × T̄c(n̄) ds. In het rechterlid blijft dus enkel de term
∫

V1

c̄c dv over, zodat c̄c inderdaad het

koppel per volume-eenheid voorstelt. In het vervolg van dit hoofdstuk wordt besproken hoe de klas-
sieke elasticiteitstheorie kan aangepast worden om met het specifieke karakter van de magnetische
langeafstandskrachtwerking rekening te houden.
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Figuur 2.4: Magnetische langeafstandskracht op een scheidingsoppervlak

De vector σ̄em kan opgesplitst worden in een normale en een tangentiale component:

σem,n = BnHn − µ0

2
(H2 − M2

n)

=
1

µ0
B2

n − BnMn − µ0

2

(

H2
n + H2

t −
(

1

µ0
Bn − Hn

)2
)

=
B2

n

2µ0
− µ0H

2
t

2
(2.116)

σem,t = BnHt (2.117)

Beschouwen we nu een scheidingsoppervlak tussen twee verschillende materialen waar de mag-
netische velden een discontinüıteit vertonen. We kunnen nu eenvoudig aantonen dat de magnetische
langeafstandskrachten geen singulariteit vertonen ter hoogte van scheidingsoppervlakken, m.a.w.
dat er op een scheidingsoppervlak geen kracht per oppervlakte-eenheid uitgeoefend wordt door de
langeafstandskrachten. We beschouwen daartoe een gesloten oppervlak S′ dat een deel van het
scheidingsoppervlak S tussen twee materialen omvat, zoals voorgesteld in Figuur 2.4. Voor δ → 0
is de kracht op het volume binnen S′ gelijk aan de kracht op het omsloten deel van het scheidings-
oppervlak S. Wegens de continüıteit van Bn en Ht (in de veronderstelling er zich geen stroomlaag
op het scheidingsoppervlak bevindt), m.a.w.

B2n = B1n (2.118)

H2t = H1t (2.119)

is volgens (2.116)-(2.117) de elektromagnetische spanning σ̄em(n̄) aan beide zijden van het schei-
dingsoppervlak gelijk. De spanningen volgens de buitennormale op het oppervlak S′ aan beide
zijden van S gegeven door respectievelijk σ̄em(n̄) en σ̄em(−n̄) = −σ̄em(n̄) heffen elkaar op zodat de
kracht op het scheidingsoppervlak S nul is. De langeafstandskrachtwerking vertoont bijgevolg geen
singulariteiten (tenzij op stroomlagen, waar de vrije stroomdichtheid een singulariteit vertoont).
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Tenslotte beschouwen we volledig magnetisch lichaam dat omsloten wordt door een oppervlak
S dat in inert materiaal is gelegen, m.a.w. M̄ = 0, J̄ = 0 en B̄ = µ0H̄ ter hoogte van S. In dit
geval zijn de spanningen op S corresponderend met de vier fictieve kracht- en koppeldichtheden
nul:

T̄c = T̄c′ = T̄a = T̄a′ = 0 (2.120)

en herleidt de spanning σ̄em zich tot de gekende spanning van Maxwell:

σ̄em = n̄ ·
(

µ0H̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

(2.121)

= n̄ ·
(

1

µ0
B̄B̄ − 1

2µ0
B2Ī

)

(2.122)

= n̄ · T̄Maxwell (2.123)

waarmee men dus volgens (2.101) en (2.106) de kracht en het moment op een volledig lichaam
kan berekenen. Aangezien het beschouwde magnetisch lichaam hierbij fysisch (en niet door een
denkbeeldige microscopische snede) van de andere magnetische bronnen gescheiden is, is er geen
korteafstandskrachtwerking van de andere bronnen op het lichaam en betreft het hier de totale
magnetische krachtwerking op dat lichaam.

De algemene uitdrukking voor σ̄em, die ook gedefinieerd is in het magnetische materiaal, kunnen
we bijgevolg de veralgemeende Maxwellspanning noemen.

2.4 Spanningen in gemagnetiseerd materiaal

In de vorige paragraaf werden de magnetische langeafstandskrachten die op magnetische lichamen
werken afgeleid. Daarnaast kunnen ook nog andere krachtdichtheden f̄u (bijvoorbeeld de zwaar-
tekracht) en spanningen T̄u op het oppervlak van het lichaam uitgeoefend worden, die we verder
de uitwendige krachten zullen noemen. Naast deze krachten, beschouwen we verder de spanningen
in het materiaal τ̄(n̄). In tegenstelling tot de veralgemeende Maxwellspanningen σ̄em hebben deze
spanningen wel degelijk een lokale betekenis, i.e. de kracht per oppervlakte-eenheid uitgeoefend
op een (denkbeeldig) oppervlak met normale n̄. De spanningen zijn dus korteafstandskrachten.
Over de aard van deze spanningen doen we (voorlopig) geen uitspraak. De spanningen bestaan dus
zowel uit mechanische spanningen (zoals beschouwd in de klassieke elasticiteitsleer) als uit ’mag-
netische spanningen’. De lokale magnetische krachten (krachtwerking op microscopische schaal)
zijn niet begrepen in de langeafstandskrachten en dragen inderdaad bij tot de spanningen (korte-
afstandskrachten). Om verwarring met de mechanische spanningen uit de klassieke elasticiteitsleer
te vermijden wordt hier het symbool τ i.p.v. het meer gebruikelijke symbool σ gebruikt.

Wegens de bijzondere eigenschappen van de magnetische krachten, zullen de vergelijkingen
waaraan de spanningen voldoen verschillen van die in de klassieke elasticiteitsleer.

Voor het opstellen van deze vergelijkingen, zullen we hier steeds uitgaan van één van de Chu-
formuleringen van σ̄em, nl.

σ̄em(n̄) = n̄ · T̄ c + T̄c(n̄) (2.124)
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Figuur 2.5: Bewegingsvergelijkingen

= n̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H2Ī

)

+
µ0

2
M2

nn̄ (2.125)

Ten eerste vormen de magnetische krachten geen zuivere volumekrachten, omdat σ̄em een term
bevat die niet van een tensor afgeleid kan worden. Om evenwicht in een punt te bekomen, zal
ook de spanning eenzelfde term moeten bevatten, zij het met tegengesteld teken. Beschouwen we
daartoe de tetraëder van Figuur 2.5.a met infinitesimale afmetingen.

De oppervlaktes van de zijvlakken verhouden zich hierbij als

Sx = nxSn ; Sy = nySn ; Sz = nzSn (2.126)

waarbij (nx, ny, nz) de cartesiaanse coördinaten zijn van de buitennormale n̄.

De bewegingsvergelijking van de tetraëder luidt:

̺āV = [τ̄ (n̄) − nxτ̄ (ēx) − ny τ̄ (ēy) − nz τ̄ (ēz)]Sn

+

(

µ0

2
M2

nn̄ − µ0

2
M2

xnxēx − µ0

2
M2

y nxēy −
µ0

2
M2

z nzēx

)

Sn (2.127)

+ ̺
(

f̄u + ∇̄ · T̄ c

)

V

Als men de lineaire afmeting van de tetraëder naar nul laat gaan (l → 0) vermindert het volume
V volgens l3 en de oppervlakte S volgens l2.

Voor l → 0 geldt bijgevolg:

τ̄ (n̄) +
µ0

2
M2

nn̄ = nx

[

τ̄ (ēx) +
µ0

2
M2

x ēx

]

+ ny

[

τ̄ (ēy) +
µ0

2
M2

y ēy

]
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+ nz

[

τ̄ (ēz) +
µ0

2
M2

z ēz

]

(2.128)

Hieruit blijkt dat τ̄ (n̄) + µ0

2 M2
nn̄ afgeleid kan worden van een tensor τ̄ c :

τ̄ (n̄) +
µ0

2
M2

nn̄ = n̄ · τ̄ c

of:

τ̄ (n̄) = n̄ · τ̄ c −
µ0

2
M2

nn̄ (2.129)

= n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄) (2.130)

De opsplitsing van τ̄ (n̄) in twee delen volgens (2.130) volgt uit de gebruikte Chu-formulering
van σ̄em volgens (2.124). Alle grootheden die van de gebruikte formulering afhangen en op zich dus
geen rechtstreekse fysische betekenis hebben (zoals τ̄ c) zullen in de verdere redenering steeds met
de corresponderende index (in dit geval ’c’) aangeduid worden.

In het cartesiaans assenstelsel (ēx, ēy, ēz) kan de tensor τ̄ c voorgesteld worden door zijn geasso-
cieerde matrix [τc] :

[τc] =







τ c
xx τ c

xy τ c
xz

τ c
yx τ c

yy τ c
yz

τ c
zx τ c

zy τ c
zz






(2.131)

De term n̄ · τ̄ c is een lineaire functie van n̄(nx, ny, nz) nl.:

n̄ · τ̄ c = nx(τ
c
xxēx + τ c

xyēy + τ c
xzēz) + ny(τ

c
yxēx + τ c

yy ēy + τ c
yz ēz) + nz(τ

c
zxēx + τ c

zyēy + τ c
zzēz) (2.132)

terwijl de term −µ0

2 M2
nn̄ = −T̄c(n̄) een derdegraadsveelterm in n̄(nx, ny, nz) is:

−µ0

2
M2

nn̄ = −µ0

2

(

M2
xn2

x + M2
y n2

y + M2
z n2

z

)

(nxēx + nyēy + nz ēz) (2.133)

en dus niet door een tensor kan beschreven worden.

Aangezien de elektromagnetische spanning σ̄em de term T̄c(n̄) = µ0

2 M2
nn̄ bevat die niet in de

vorm van een tensor kan geschreven worden kan de magnetische langeafstandskrachtwerking niet
geschreven worden in de vorm van een krachtdichtheid (kracht per volume-eenheid). Dit heeft dus
als gevolg dat ook de korteafstandskrachtwerking, m.a.w. de spanning τ̄(n̄) (2.130), een term bevat
die niet van een tensor kan afgeleid worden.

Ten tweede veroorzaakt de magnetische krachtwerking een koppeldichtheid µ0M̄ × H̄ die weer-
spiegeld wordt in de asymmetrie van T̄ c, zoals aangetoond in Appendix A. De spanningen τ̄
vertonen bijgevolg dezelfde asymmetrie zij het met tegengesteld teken. Dit volgt uit de koppel-
vergelijkingen toegepast op het de elementaire kubus van Figuur 2.5.b, waar enkel de tangentiale
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spanningscomponenten (dus de niet-diagonaalelementen van de spanningsmatrix [τc]) voorgesteld
zijn.

l3
(

τ c
yz − τ c

zy

)

+ l3µ0 (MyHz − MzHy) = Ixω̇x

l3 (τ c
zx − τ c

xz) + l3µ0 (MzHx − MxHz) = Iyω̇y (2.134)

l3
(

τ c
xy − τ c

yx

)

+ l3µ0 (MxHy − MyHx) = Izω̇z

met I het traagheidsmoment en ω̇ de hoekversnelling om de drie assen.

De termen µ0 (MyHz − MzHy) ,... worden hierbij afgeleid van σ̄em (2.125), meer bepaald van

het antisymmetrisch deel van T̄ c, en vormen de drie componenten van de koppeldichtheid µ0M̄×H̄.

Voor l → 0 verdwijnt het rechterlid omdat I evenredig is met l4, zodat het verwachte resultaat
bekomen wordt, dat in tensornotatie kan geschreven worden als:

τ̄ c − τ̄ T

c + µ0
(

M̄H̄ − H̄M̄
)

= 0 (2.135)

of m.a.w. de antisymmetrische delen van τ̄ c en T̄ c compenseren elkaar.

Men stelt verder de bewegingsvergelijking op van een willekeurig volume V binnen het be-
schouwde lichaam:

∫

V

̺ā dv =

∫

V

̺f̄u dv +

∮

S

σ̄em (n̄) ds +

∮

S

τ̄ (n̄) ds

=

∫

V

̺f̄u dv +

∮

S

(

n̄ · T̄ c +
µ0

2
M2

nn̄

)

ds +

∮

S

(

n̄ · τ̄ c −
µ0

2
M2

nn̄

)

ds

=

∫

V

(

̺f̄u + ∇̄ · T̄ c + ∇̄ · τ̄ c

)

dv (2.136)

Aangezien dit geldt voor een willekeurig volume, volgt hieruit:

̺ā = ̺f̄u + ∇̄ · T̄ c + ∇̄ · τ̄ c (2.137)

= ̺f̄u + f̄c + ∇̄ · τ̄ c (2.138)

Tot slot beschouwt men het oppervlak van het lichaam waar (eventueel) een uitwendige spanning
T̄u wordt op aangebracht. Aangezien de magnetische langeafstandskrachtwerking geen kracht op
een scheidingsoppervlak uitoefent, zoals hoger reeds aangetoond, leidt de bewegingsvergelijking van
het oppervlak tot:

τ̄(n̄) = T̄u (2.139)

of

n̄ · τ̄ c = T̄u + T̄c(n̄) = T̄u +
µ0

2
M2

nn̄ (2.140)
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2.5 Arbeid en energie in elastisch gemagnetiseerd materiaal

2.5.1 Arbeid en magnetische energie in niet-bewegende middenstoffen

Om eenvoudig onderscheid te kunnen maken tussen energie en arbeid geleverd of opgenomen door
de stromen en het magnetisch magnetisch materiaal, wordt de situatie voorgesteld in Figuur 2.6
aangenomen. Zoals voorheen wordt een deel magnetisch materiaal V1 afgezonderd, waarbij terug
verondersteld wordt dat de andere bronnen zich op microscopische schaal ver bevinden (d.i. met
invoering van een snede tussen V1 en de rest van het magnetisch materiaal). De bronnen buiten V1

bestaan uit de vrije stromen J̄ , symbolisch voorgesteld door een stroomkring, en het magnetisch
materiaal M̄2 in V2. Alle magnetisch materiaal wordt nu stroomloos verondersteld.

+
02�J = 0�M1 �M2S1V1 i �v 01�J�J = 0V2 01 S1V1

Figuur 2.6: Indeling van de magnetische bronnen

Als uitgangspunt nemen we de arbeid geleverd door de spanningsbronnen. Beschouwen we ten
eerste het geval waarbij de stroom geconcentreerd is in een aantal dunne geleiders die stroomkringen
vormen zodat we de stroomdichtheid J̄ kunnen beschrijven aan de hand van de stroom i in de
geleiders. Voor een stroomkring is de aangelegde spanning v gelijk aan de som van de resistieve
spanningsval en de gëınduceerde spanning:

v = Ri +
dΨ

dt
(2.141)

met v, i, R en Ψ respectievelijk de aangelegde spanning, de stroom, de weerstand en de gekoppelde
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flux van de stroomkring.

De arbeid die in een tijdsinterval dt aan het beschouwde systeem wordt geleverd door een
spanningsbron wordt bijgevolg gegeven door

vi dt = Ri2 dt + i dΨ (2.142)

De term Ri2dt is gelijk aan het Joule-verlies in de stroomkring en wordt dus gedissipeerd zodat
enkel de term i dΨ aan het beschouwde magnetische veldsysteem wordt geleverd. In het vervolg
wordt met ’de arbeid geleverd door de spanningsbronnen’ steeds de arbeid bedoeld die aan het
magnetisch systeem geleverd wordt, m.a.w. i dΨ. De langs elektrische weg toegevoerde arbeid
dWe wordt dus gegeven door:

dWe = i dΨ (2.143)

Met behulp van de vectorpotentiaal Ā met

∇̄ × Ā = B̄ (2.144)

wordt de flux Ψ gekoppeld met een gesloten stroomkring C gegeven door:

Ψ =

∫

S

B̄ · n̄ ds =

∫

S

∇̄ × Ā · n̄ ds =

∮

C

Ā · dl̄ (2.145)

met S een willekeurig oppervlak dat de stroomkring omspant. De arbeid geleverd door de span-
ningsbronnen wordt bijgevolg gegeven door:

dWe = i dΨ =

∮

C

i dĀ · dl̄ (2.146)

In het geval van een willekeurige stroomverdeling wordt de arbeid dWe bekomen door in (2.146)
i dl̄ te vervangen door J̄ dv en kan als volgt worden uitgewerkt2:

dWe =

∫

V∞

J̄ · dĀ dv (2.147)

=

∫

V∞

(

∇̄ × H̄
)

· dĀ dv

=

∫

V∞

[

∇̄ ·
(

H̄ × dĀ
)

+ H̄ · ∇̄ × dĀ
]

dv

=

∮

S∞

n̄ ·
(

H̄ × dĀ
)

ds +

∫

V∞

H̄ · dB̄ dv (2.148)

=

∫

V∞

H̄ · dB̄ dv (2.149)
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Uit de bovenstaande redenering kunnen we de volgende algemene stelling formuleren voor twee
velden X̄1 en X̄2 die volgens r−2 afnemen voor r → ∞:

∇̄ × X̄1 = J̄
X̄2 = ∇̄ × Ā

(

∇̄ · X̄2 = 0
)

}

⇒
∫

V∞

X̄1 · X̄2 dv =

∫

V∞

J̄ · Ā dv (2.150)

en in het bijzonder :

∇̄ × X̄1 = 0
∇̄ · X̄2 = 0

}

⇒
∫

V∞

X̄1 · X̄2 dv = 0 (2.151)

De magnetische velden worden nu ontbonden volgens de verschillende bronnen waardoor ze
opgewekt worden, bekeken vanuit het standpunt van het afgezonderde magnetisch materiaal in V1.
Bijvoorbeeld, het H̄-veld wordt geschreven als:

H̄ = H̄01 + H̄02 + H̄1 = H̄0 + H̄1 (2.152)

waarbij de indices de volgende betekenis dragen, zie ook Figuur 2.6:

• index 0 : velden opgewekt door de bronnen buiten V1 waarvan:

– index 01 : velden opgewekt door de vrije stromen J̄

– index 02 : velden opgewekt door het magnetisch materiaal (M̄2) binnen het volume V2

• index 1 : velden opgewekt door het magnetisch materiaal (M̄1) binnen V1

Uit het stroomvrij zijn van het magnetisch materiaal, zodat

∇̄ × H̄02 = ∇̄ × H̄1 = 0 (2.153)

en uit ∇̄ ·dB̄ = 0 volgt volgens de stelling (2.151) dat de arbeid geleverd door de spanningsbronnen
(2.149) als volgt kan geformuleerd worden:

dWe =

∫

V∞

(

H̄01 + H̄02 + H̄1
)

· dB̄ dv

=

∫

V∞

H̄01 · dB̄ dv (2.154)

Verder volgt uit

∇̄ · H̄01 =
1

µ0
∇̄ · B̄01 = 0 (2.155)

B̄ = µ0

(

H̄01 + H̄02 + H̄1 + M̄1 + M̄2

)

(2.156)
2Aangezien de velden minstens volgens r−2 verminderen voor r → ∞ is de oppervlakte-integraal in (2.148) nul.
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en (2.153) de volgende uitdrukking voor dWe:

dWe =

∫

V∞

µ0H̄01 · dH̄01 dv +

∫

V1

µ0H̄01 · dM̄1 dv +

∫

V2

µ0H̄01 · dM̄2 dv (2.157)

De eerste term is de variatie van de magnetostatische energie indien er geen magnetisch materiaal
aanwezig zou zijn:

∫

V∞

µ0H̄01 · dH̄01 dv = d

∫

V∞

µ0

2
H2

01 dv (2.158)

Dit deel van de energie dat door de spanningsbronnen geleverd wordt, en dat te wijten is aan het
veld door de stromen zelf opgewekt, wordt de magnetische zelfenergie van de stromen genoemd.
De rest van de arbeid dWe is volgens (2.157) te wijten aan de magnetisatieverandering in V1 en V2.

Verder is er ook onderlinge uitwisseling van energie tussen het materiaal in V1 en V2. Analoog
aan de arbeid

∫

V1

µ0H̄01 ·dM̄1 dv die de spanningsbronnen volgens (2.157) leveren aan het materiaal

in V1, levert het magnetisch materiaal in V2 de arbeid
∫

V1

µ0H̄02 · dM̄1 dv aan V1. Omgekeerd is

er een energiestroom
∫

V2

µ0H̄1 · dM̄2 dv van V1 naar V2. Met behulp van de stelling (2.151) en de

eigenschappen van de afzonderlijke velden gegeven door

∇̄ · B̄02 = µ0∇̄ ·
(

H̄02 + M̄2

)

= 0 (2.159)

∇̄ · B̄1 = µ0∇̄ ·
(

H̄1 + M̄1
)

= 0 (2.160)

en (2.153), komt men tot de volgende betrekkingen voor de onderlinge energie-uitwisseling:

∫

V1

µ0H̄02 · dM̄1 dv +

∫

V∞

µ0H̄02 · dH̄1 dv = 0 (2.161)

∫

V2

µ0H̄1 · dM̄2 dv +

∫

V∞

µ0H̄1 · dH̄02 dv = 0 (2.162)

Beschouwen we nu het magnetische materiaal in V1. De arbeid die de magnetische bronnen
buiten V1 (index 0) leveren bij een variatie van de magnetisatie in V1 (index 1) kan, gebruikmakend
van

∇̄ × H̄1 = 0 (2.163)

∇̄ · B̄1 = 0 (2.164)

en de stelling (2.151), als volgt geschreven worden:

dW0→1 =

∫

V1

µ0
(

H̄01 + H̄02
)

· dM̄1 dv

2-24



02
RV1 �0 �H01 � d �H01 dv

RV1 �0 �H02 � d �H1 dvRV1 �0 �H02 � d �H02 dv1
01

RV1 �0 �H1 � d �H1 dv
dWe

RV1 �0 �H01 � d �M1 dvRV1 �0 �H1 � d �H02 dv RV2 �0 �H01 � d �M2 dv
RV1 �0 �H02 � d �M1 dv RV2 �0 �H � d �M2 dvRV1 �0 �H � d �M1 dvRV2 �0 �H1 � d �M2 dv

Figuur 2.7: Arbeid en energie in niet-bewegende middenstoffen

=

∫

V1

µ0H̄0 · dM̄1 dv (2.165)

=

∫

V1

µ0H̄0 · dM̄1 dv +

∫

V∞

µ0H̄1 · dM̄1 dv +

∫

V∞

µ0H̄1 · dH̄1 dv

=

∫

V1

µ0H̄ · dM̄1 dv +

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2

1

)

dv (2.166)

= dW c
m + dW c

z (2.167)

De geleverde arbeid (2.165) wordt hierbij opgedeeld in twee delen. Het deel
∫

V1

µ0H̄ ·dM̄1 dv kan

gëınterpreteerd worden als de volume-integraal van een toegevoerde energie per volume-eenheid.
Het integrandum µ0H̄ · dM̄1 heeft immers een lokale betekenis omdat het bepaald wordt door de
grootheden M̄1 en H̄ die in elk punt eenduidig bepaald zijn. Dit deel wordt dus door het magnetisch
materiaal M̄1 opgenomen en wordt gegeven door:

dW c
m =

∫

V1

µ0H̄0 · dM̄1 dv +

∫

V1

µ0H̄1 · dM̄1 dv (2.168)

=

∫

V1

µ0H̄ · dM̄1 dv (2.169)
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=

∫

V1

dwc
m dv (2.170)

Het ander deel
∫

V∞

d
(µ0

2 H2
1

)

dv daarentegen heeft, net als de totale geleverde arbeid (2.165), een

integrandum dat afhangt van de vorm van het afgezonderde volume V1, m.a.w. van de opsplitsing
van het H̄-veld in de deelvelden H̄0 en H̄1. Dit deel van de toegevoerde energie wordt volgens
(2.166) gegeven door de volgende uitdrukkingen:

dW c
z = −

∫

V1

µ0H̄1 · dM̄1 dv (2.171)

=

∫

V∞

µ0H̄1 · dH̄1 dv = d

∫

V∞

µ0

2
H2

1 dv (2.172)

In analogie met de zelfenergie van de stromen (
∫

V∞

µ0

2 H2
01 dv) kunnen we volgens (2.172) de energie

W c
z de zelfenergie van het magnetisch materiaal M̄1 noemen.

Dezelfde opdeling kan gemaakt worden voor de arbeid geleverd door de bronnen buiten V2 bij
een magnetisatieverandering dM̄2 binnen V2:

∫

V2

(

H̄1 + H̄01
)

· dM̄2 dv =

∫

V2

H̄ · dM̄2 dv +

∫

V∞

µ0H̄02 · dH̄02 dv (2.173)

Op basis van vergelijkingen (2.161), (2.162), (2.157), (2.166) en (2.173) worden de energiestro-
men en hun opdelingen schematisch voorgesteld in Figuur 2.7. Tot slot kan men eenvoudig nagaan
dat de som van de opgenomen energieën in deze figuur gelijk is aan de arbeid geleverd door de
spanningsbronnen. Er geldt immers dat:

∫

V∞

(

µ0H̄01 · dH̄01 + µ0H̄1 · dH̄1 + µ0H̄02 · dH̄02 + µ0H̄02 · dH̄1 + µ0H̄1 · dH̄02

)

dv (2.174)

=

∫

V∞

µ0H̄ · dH̄ dv

=

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv

zodat de opgenomen energie inderdaad gelijk is aan dWe:

∫

V∞

µ0

2
H2 dv +

∫

V1

µ0H̄ · dM̄1 dv +

∫

V2

µ0H̄ · dM̄2 dv (2.175)

=

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

µ0H̄ · dM̄ dv

=

∫

V∞

H̄ · dB̄ dv

= dWe (2.176)
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Als het H̄-veld heringedeeld wordt in H̄J , opgewekt door de stromen J̄ , en H̄M , opgewekt door
het magnetisch materiaal (M̄1 en M̄2 samen) kan de arbeid geleverd door de spanningsbronnen ook
als volgt geschreven worden:

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2

J

)

dv +

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2

M

)

dv +

∫

V∞

µ0H̄ · dM̄ dv (2.177)

De geleverde arbeid dWe is dus gelijk aan de som van de zelfenergie van de stromen, de zelfe-
nergie van het magnetische materiaal en de energie opgenomen door het magnetisch materiaal. De
opdeling volgens (2.177) en de corresponderende definities van zelfenergie en energie opgenomen
door het magnetisch materiaal zijn echter slechts formeel, omdat ze bepaald zijn door de tot hier
toe gebruikte Chu-formulering (d.i. met H̄ als ’fundamenteel’ veld). Met behulp van de Ampère-
formulering bekomen we immers een andere opdeling. Steunende op µ0H̄0 = B̄0 in het volume V1

kan de arbeid dW0→1 als volgt uitgedrukt worden in functie van het B̄-veld:

dW0→1 =

∫

V1

µ0H̄0 · dM̄1 dv (2.178)

=

∫

V1

B̄0 · dM̄1 dv (2.179)

=

∫

V1

B̄0 · dM̄1 dv +

∫

V∞

B̄1 · dM̄1 dv −
∫

V∞

1

µ0
B̄1 · dB̄1 dv

=

∫

V1

B̄ · dM̄1 dv −
∫

V∞

d

(

1

2µ0
B2

1

)

dv (2.180)

= dW a
m + dW a

z (2.181)

Hierbij kan nu dW a
m =

∫

V1

B̄ · dM̄1 dv gëınterpreteerd kan worden als de volume-integraal van

een door het magnetisch materiaal in V1 opgenomen energie per volume-eenheid:

dW a
m =

∫

V1

B̄ · dM̄1 dv (2.182)

=

∫

V1

dwa
m dv (2.183)

en dW a
z = −

∫

V∞

d
(

1
2µ0

B2
1

)

dv als de zelfenergie, die op het teken na analoog is aan de zelfenergie

van de stromen.

De arbeid dWe geleverd door de spanningsbronnen wordt dan als volgt opgesplitst:

dWe =

∫

V∞

d

(

1

2µ0
B2

J

)

dv −
∫

V∞

d

(

1

2µ0
B2

M

)

dv +

∫

V∞

B̄ · dM̄ dv (2.184)

2-27



en kan terug geformuleerd worden als de som van de zelfenergie van de stromen, de zelfenergie van
het magnetische materiaal en de energie opgenomen door het magnetisch materiaal, die nu echter
gedefinieerd zijn aan de hand van het B̄-veld.

Bij niet-bewegende middenstoffen wordt de door de spanningsbronnen geleverde arbeid dWe

deels opgeslagen onder de vorm van een magnetische energiedichtheid en deels gedissipeerd door
toedoen van irreversibele processen zoals hysteresis en dus omgezet in warmte. De variaties van
de zelfenergieën, ongeacht Chu- of Ampère-formulering gegeven door respectievelijk (2.177) en
(2.184), zijn steeds totale differentialen en dragen dus enkel bij tot de opgeslagen energie. De
(eventuele) dissipatie is dus bevat in de door het magnetisch materiaal opgenomen energie dwc

m of
dwa

m. Het verschil tussen beide laatste kan geschreven worden als de variatie van een opgeslagen
energiedichtheid (d.i. als een totale differentiaal):

dwa
m − dwc

m = B̄ · dM̄1 − µ0H̄ · dM̄1

= µ0M̄1 · dM̄1

= d

(

µ0

2
M2

1

)

(2.185)

zodat beide definities van de door de het materiaal opgenomen energie inderdaad dezelfde gedissi-
peerde energie bevatten.

2.5.2 Beschrijving van bewegende middenstoffen

Om uiteindelijk tot een behandeling van bewegende gemagnetiseerde middenstoffen te kunnen
komen, wordt in deze paragraaf uiteengezet hoe de beweging en de daaruit afgeleide grootheden
worden beschreven.

2.5.2.1 Verplaatsing, vervorming en rotatie

Het uitgangspunt is de verplaatsing ū(r̄) in ieder punt van het beschouwde lichaam of in een
cartesiaans assenstelsel ū(x, y, z). We nemen nu aan dat de rekken voldoende klein zijn zodat
eerstegraadstermen in de eerste ruimtelijke afgeleiden van de verplaatsing (m.a.w. de Jacobiaan
∇̄ū) volstaan voor het beschrijven van de lokale vervorming (de rekken) en van de rotatie. De
Jacobiaanse matrix wordt nu opgesplitst in een symmetrisch en een antisymmetrisch deel:

[

u′
]

=









∂ux

∂x
∂uy

∂x
∂uz

∂x
∂ux

∂y
∂uy

∂y
∂uz

∂y
∂ux

∂z
∂uy

∂z
∂uz

∂z









=







εxx εxy εzx

εxy εyy εyz

εzx εyz εzz






+







0 θz −θy

−θz 0 θx

θy −θx 0






(2.186)

met

εxx =
∂ux

∂x
; εyy =

∂uy

∂y
; εzz =

∂uz

∂z
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εxy =
1

2

(

∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)

; εyz =
1

2

(

∂uy

∂z
+

∂uz

∂y

)

; εzx =
1

2

(

∂uz

∂x
+

∂ux

∂z

)

en

θx =
1

2

(

∂uz

∂y
− ∂uy

∂z

)

; θy =
1

2

(

∂ux

∂z
− ∂uz

∂x

)

; θz =
1

2

(

∂uy

∂x
− ∂ux

∂y

)

De rektensor is dus het symmetrisch deel van de Jacobiaan ∇̄ū:

ε̄ =
1

2

[

(

∇̄ū
)

+
(

∇̄ū
)

T

]

=
(

∇̄ū
)s

(2.187)

terwijl de rotatie θ̄ bepaald wordt door het antisymmetrisch deel en gelijk is aan de helft van de
rotor van ū:

θ̄ =
1

2
∇̄ × ū (2.188)

De relatieve volumetoename tenslotte wordt gegeven door de som van de diagonaalelementen
van de rektensor :

εxx + εyy + εzz = ∇̄ · ū (2.189)

2.5.2.2 Variaties t.o.v. meebewegende waarnemer

Bij bewegende middenstoffen kan men de variatie van een grootheid beschouwen ten opzichte van
een vast assenstelsel of ten opzichte van een meebewegend assenstelsel. Het verband tussen de
variatie van (bijvoorbeeld) de magnetisatie geobserveerd door een stilstaande waarnemer, dM̄ , en
die waargenomen door een waarnemer die zowel de verplaatsing als de rotatie volgt, dmM̄ , wordt
gegeven door :

dM̄ = dmM̄ − dū · ∇̄M̄ + dθ̄ × M̄ (2.190)

2.5.3 Arbeid en energie in bewegend gemagnetiseerd materiaal

Wanneer men zowel de variatie van de magnetisatie als beweging in aanmerking neemt zal de door
het magnetisch materiaal opgenomen energie dW c

m niet alleen opgeslagen worden als inwendige
energie en gedissipeerd worden, zoals bij niet-bewegende middenstoffen, maar ook deels omgezet
worden in mechanische energie, nl. als arbeid geleverd aan de uitwendige krachten f̄u en T̄u en als
kinetische energie.

Het uitgangspunt is terug de arbeid geleverd door de bronnen buiten V1 aan het magnetisch
materiaal binnen V1 die gegeven wordt door 3:

dW0→1 =

∫

V1

µ0H̄0 · dM̄ dv (2.191)
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De toegevoerde arbeid wordt terug opgesplitst in een deel opgenomen door het magnetisch
materiaal en de zgn. zelfenergie dW c

z , die volgens (2.171) gegeven wordt door:

dW c
z = −

∫

V +
1

µ0H̄1 · dM̄ dv (2.192)

Merk op dat het hierbij nodig is te integreren over V +
1 omdat het oppervlak S1 zich kan verplaatsen.

De door het materiaal opgenomen energie geleverd door de magnetische bronnen wordt bijgevolg
gegeven door :

dW c
m = dW0→1 − dW c

z (2.193)

=

∫

V +
1

µ0H̄ · dM̄ dv (2.194)

=

∫

V1

µ0H̄ ·
(

dmM̄ − dū · ∇̄M̄ + dθ̄ × M̄
)

dv (2.195)

waarbij we overgegaan zijn op variaties t.o.v. een meebewegende waarnemer volgens (2.190).

Door de vervorming kan ook de massadichtheid ̺, en dus de hoeveelheid magnetisch materiaal
per volume-eenheid, veranderen. Voor een waarnemer die de beweging van het materiaal volgt, is
het bijgevolg meer voor de hand liggend de arbeid geleverd aan het magnetisch materiaal uit te
drukken per massa-eenheid (d.i. per hoeveelheid magnetisch materiaal) i.p.v. per volume-eenheid,
en de magnetisatie te beschrijven door middel van het magnetisch moment per massa-eenheid µ0M̄s

gegeven door

µ0M̄s =
µ0M̄

̺
(2.196)

De term dmM̄ dv in vergelijking (2.195) wordt bijgevolg als volgt omgerekend:

dmM̄ dv = dm

(

̺M̄s

)

dv

= ̺dmM̄s dv + M̄sdm̺ dv

= dmM̄s dm − M̄s̺∇̄ · dū dv

= dmM̄s dm − M̄∇̄ · dū dv (2.197)

waarbij gebruik wordt gemaakt van de wet van massabehoud

dm̺

̺
+ ∇̄ · dū = 0 (2.198)

De tweede term van het integrandum van (2.195) kan, met inachtneming van het stroomvrij
zijn van het magnetisch materiaal (J̄ = ∇̄ × H̄ = 0 in V1), met behulp van de volgende betrekking

3Omdat vanaf hier nog enkel het magnetisch materiaal binnen V1 wordt beschouwd, wordt de index ’1’ van M̄1

verder weggelaten.
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uitgewerkt worden:

H̄ · dū · (∇̄M̄) = dū ·
(

∇̄M̄
)

· H̄
= dū · ∇̄(M̄ · H̄) − dū · (∇̄H̄) · M̄
= dū · ∇̄(M̄ · H̄) − dū · (M̄ · ∇̄)H̄ − dū · M̄ × (∇̄ × H̄)

= dū · ∇̄(M̄ · H̄) − dū · (M̄ · ∇̄)H̄ (2.199)

De door de magnetische bronnen geleverde arbeid die het magnetisch materiaal in V1 opneemt
kan aldus als volgt geschreven worden:

dW c
m =

∫

V +
1

µ0H̄ · dM̄ dv

=

∫

V +
1

µ0H̄ · dmM̄s dm −
∫

V +
1

[

µ0H̄ · M̄∇̄ · dū + dū · ∇̄
(

M̄ · µ0H̄
)]

dv (2.200)

+

∫

V +
1

[

dū ·
(

M̄ · ∇̄
)

µ0H̄ + µ0H̄ · dθ̄ × M̄
]

dv

De tweede term van het rechterlid van (2.200) verdwijnt omdat de magnetisatie ter hoogte van
S+

1 nul is, nl. :

∫

V +
1

[

µ0H̄ · M̄∇̄ · dū + dū · ∇̄
(

M̄ · µ0H̄
)]

dv

=

∫

V +
1

∇̄ ·
(

µ0H̄ · M̄ dū
)

dv

=

∮

S+
1

µ0H̄ · M̄ dū ds

= 0

zodat men de volgende uitdrukking voor dW c
m bekomt:

dW c
m =

∫

V +
1

µ0H̄ · dmM̄s dm +

∫

V +
1

[

dū ·
(

M̄ · ∇̄
)

µ0H̄ +
(

M̄ × µ0H̄
)

· dθ̄
]

dv (2.201)

=

∫

V +
1

µ0H̄ · dmM̄s dm +

∫

V +
1

(

dū · f̄c + c̄c · dθ̄
)

dv (2.202)

In deze uitdrukking komt de fictieve krachtdichtheid f̄c = M̄ · ∇̄µ0H̄ voor die ter hoogte van
S1 een singulariteit vertoont, nl. T̄c(n̄) = µ0

2 M2
nn̄, m.a.w. :

∫

V +
1

f̄c · dū dv =

∫

V1

f̄c · dū dv +

∮

S1

T̄c(n̄) · dū ds (2.203)
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Het deel van de langs magnetische weg geleverde arbeid dat door het magnetisch materiaal
wordt opgenomen wordt aldus gegeven door:

dW c
m = dW0→1 − dW c

z (2.204)

=

∫

V1

µ0H̄ · dmM̄s dm

+

∫

V1

f̄c · dū dv +

∮

S1

T̄c(n̄) · dū ds +

∫

V1

c̄c · dθ̄ dv (2.205)

We merken terloops op dat op basis van deze uitdrukking voor dW c
m het principe van de virtuele

arbeid voor het bepalen van de totale kracht en het totaal moment uitgeoefend op een magnetisch
lichaam kan bewezen worden zoals in Appendix C wordt aangetoond.

Naast de arbeid dW0→1, toegevoerd via het magnetisch veldsysteem, wordt er bij beweging
arbeid geleverd of opgenomen door de krachtdichtheid f̄u in het materiaal en de spanningen T̄u op
het oppervlak. Met behulp van de vergelijkingen (2.138) en (2.140) kan de arbeid opgenomen door
de uitwendige krachten dWu geschreven worden in functie van de spanningen τ̄ c en de magnetische
langeafstandskrachten, bepaald door f̄c en T̄c(n̄) :

−dWu =

∫

V1

̺f̄u · dū dv +

∮

S1

T̄u · dū ds

=

∫

V1

(

̺ā − ∇̄ · τ̄ c − f̄c

)

· dū dv +

∮

S1

(

n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄)
)

· dū ds

=

∫

V1

[

̺ā · dū −
(

∇̄ · T̄ c

)

· dū −
(

∇̄ · τ̄ c

)

· dū + ∇̄ · (τ̄ c · dū)
]

dv

−
∮

S1

T̄c(n̄) · dū ds

= dEkin −
∫

V1

f̄c · dū dv −
∮

S1

T̄c(n̄) · dū ds +

∫

V1

τ̄ c · ∇̄ · dū dv (2.206)

waarbij dEkin =
∫

V1

̺ā · dū dv de variatie van de kinetische energie is.

De term
∫

V1

τ̄ c · ∇̄ · dū dv kan uitgedrukt worden in functie van de rektensor dε̄ en de rotatie dθ̄.

Daartoe splitsen we, in analogie met de Jacobiaan van de verplaatsing ∇̄dū, de spanningstensor τ̄ c

op in een symmetrisch en een antisymmetrisch deel:

τ̄ c =
1

2
(τ̄ c + τ̄ T

c) +
1

2
(τ̄ c − τ̄ T

c) (2.207)

= τ̄ s
c + τ̄ as

c (2.208)

De bijdrage van het symmetrisch deel van τ̄ c wordt gegeven door4:

τ̄ s
c · ∇̄ · dū = τ c

xxdεxx + τ c
yydεyy + τ c

zzdεzz
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+
(

τ c
xy + τ c

yx

)

dεxy +
(

τ c
yz + τ c

zy

)

dεyz + (τ c
zx + τ c

xz) dεzx

= τ̄ s
c : dε̄ (2.209)

Gebruik makend van (2.135), bekomt men de bijdrage van het antisymmetrisch deel:

τ̄ as
c · ∇̄ · dū = −µ0

2

(

M̄H̄ − H̄M̄
)

· ∇̄ · dū

= −µ0

(

M̄ × H̄
)

· 1

2

(

∇̄ × dū
)

= −c̄c · dθ̄ (2.210)

De arbeid opgenomen door de uitwendige krachten f̄u en spanningen T̄u aangevuld met de
verandering van de kinetische energie vormt het deel van dW c

m dat in mechanische energie wordt
omgezet en wordt volgens (2.206), (2.209) en (2.210) gegeven door:

dWu + dEkin =

∫

V1

f̄c · dū dv +

∮

S1

T̄ c(n̄) · dū ds +

∫

V1

c̄c · dθ̄ dv

−
∫

V1

τ̄ s
c : dε̄ dv (2.211)

Uit (2.205) en (2.211) volgt dat de magnetisch toegevoerde arbeid dW c
m als volgt wordt omgezet:

dW c
m =

∫

V1

µ0H̄ · dmM̄s dm +

∫

V1

τ̄ s
c : dε̄ dv + dWu + dEkin (2.212)

De (als arbeid) aangevoerde energie dW c
m wordt enerzijds in mechanische energie omgezet

(dWu + dEkin) en anderzijds opgeslagen als inwendige energie dU c
inw en door irreversibele proces-

sen (zoals hysteresis) omgezet in warmte dQ. De variatie van de inwendige energie en de dissipatie
worden volgens (2.212) gegeven door:

dU c
inw + dQ =

∫

V1

µ0H̄ · dmM̄s dm +

∫

V1

τ̄ s
c : dε̄ dv (2.213)

=

∫

V1

(

µ0H̄ · dmM̄s +
1

̺
τ̄ s

c : dε̄

)

dm (2.214)

Aangezien de integranda van deze vergelijking enkel afhangen van lokale grootheden, kan men de
opgeslagen energie en de dissipatie per massa-eenheid als volgt uitdrukken:

duc
inw + dq = µ0H̄ · dmM̄s +

1

̺
τ̄ s

c : dε̄ (2.215)

zodat bij reversibele processen (dq = 0) de variatie van de opgeslagen energie gegeven wordt door:

duc
inw = µ0H̄ · dmM̄s +

1

̺
τ̄ s

c : dε̄ (2.216)

4De hier gebruikte notatie τ̄ s
c : dε̄ wordt verder toegelicht in Appendix B.
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2.5.4 Inwendige energie en constitutieve wetten in elastisch gemagnetiseerd

materiaal

2.5.4.1 Inwendige energie

Bij materialen die noch magnetische noch mechanische hysteresis vertonen is er geen dissipatie
en wordt de lokaal opgenomen energie opgeslagen als inwendige energie. De toestand van het
materiaal, o.a. de inwendige energie, wordt volledig gekenmerkt door de ogenblikkelijke magnetisatie
en vervorming, onafhankelijk van de manier waarop de magnetisatie en vervorming bereikt zijn
(m.a.w. onafhankelijk van de ’voorgeschiedenis’):

uc
inw = uc

inw

(

M̄s, ε̄
)

(2.217)

Op basis van de opgeslagen energie (2.216) bij een variatie van de magnetisatie (dM̄s) en de
vervorming (dε̄ ), bij dq = 0, wordt nu de algemene vorm van de inwendige energiedichtheid uc

inw

afgeleid.

Verder worden de voorwaarden afgeleid waaraan het gedrag van het materiaal bij magnetisatie
en vervorming moet voldoen opdat de lokaal opgenomen energie dwc kan geschreven worden als de
totale differentiaal van een grootheid (met name van de inwendige energie), m.a.w. als het materiaal
geen irreversibele processen doorloopt. Dit leidt tot een algemene vorm voor de constitutieve
wetten die het H̄-veld en de spanningstensor τ̄ s

c uitdrukken in functie van de magnetisatie M̄s en
de vervorming ε̄ .

We gaan hierbij uit van een materiaal in neutrale toestand (M̄s=0 en ε̄ = 0). Als we ten eerste
de magnetisatie M̄s laten variëren terwijl de vervorming constant (nl. ε̄ = 0 ) wordt gehouden
(waarbij evenwel een beweging als star lichaam is toegelaten) wordt de opgeslagen energie volgens
(2.216) gegeven door:

duc
inw

ε̄ =0

= µ0H̄ · dmM̄s (2.218)

Omdat de variatie dmM̄s uitgedrukt is ten opzichte van een meebewegende waarnemer, kan men
gebruik maken van de constitutieve wet die het verband tussen M̄s en H̄ weergeeft bij ε̄ = 0.

In het geval van niet-hysteretisch materiaal is er een éénduidig verband tussen H̄ en M̄s, dat in
de volgende algemene vorm kan geschreven worden:

M̄s = χ̄
(

H̄
)

· H̄ (2.219)

en

dmM̄s = χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ (2.220)

waarbij de tensoren χ̄
(

H̄
)

en χ̄d

(

H̄
)

respectievelijk de susceptibiliteit en de differentiële suscepti-
biliteit worden genoemd.

In appendix D wordt aangetoond dat de lokaal opgenomen energie µ0H̄ · dmM̄s een totale
differentiaal vormt als en slechts als de differentiële susceptibiliteit χ̄d symmetrisch is:

µ0H̄ · dmM̄s = duc
mag ⇔ χ̄d is symmetrisch (2.221)
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De voorwaarde dat χ̄d symmetrisch moet zijn betekent dus dat in een cartesiaans assenstelsel,
de constitutieve wetten voor de componenten van M̄s, nl. Msx, Msy en Msz, in functie van de
componenten van H̄, niet onafhankelijk van elkaar zijn maar gebonden zijn door de volgende
symmetrievoorwaarden:

∂Msx

∂Hy
=

∂Msy

∂Hx
;

∂Msx

∂Hz
=

∂Msz

∂Hx
;

∂Msy

∂Hz
=

∂Msz

∂Hy
(2.222)

De corresponderende energiedichtheid umag, d.i. de energiedichtheid in onvervormde toestand
ε̄ = 0, is enkel functie van de magnetisatie M̄s (of, wegens het éénduidig verband, van de magne-
tische veldsterkte H̄) en kunnen we bijgevolg de ’magnetische energiedichtheid’ noemen:

uc
mag = uc

mag

(

M̄s

)

=

H̄
∫

0

µ0H̄
′ · χ̄d(H̄

′) · dH̄ ′ (2.223)

Uit

µ0H̄ · dmM̄s = duc
mag(M̄s) (2.224)

volgt dat het veld H̄0(M̄s), gedefinieerd als het H̄-veld bij een magnetisatie M̄s en in onvervormde
toestand, gegeven wordt door:

H̄0(M̄s) =
1

µ0

duc
mag(M̄s)

dM̄s

(2.225)

waarbij de afgeleide naar een vectoriële grootheid M̄s = Msxēx +Msyēy +Mszēz gedefinieerd is als:

d

dM̄s
= ēx

d

dMsx
+ ēy

d

dMsy
+ ēz

d

dMsz
(2.226)

Ten tweede laat men de vervorming ε̄ variëren bij constante M̄s. We nemen hierbij aan dat de
relatieve volumeverandering voldoende klein is, zodat de massadichtheid en dus ook M̄ (= ̺M̄s)
constant mag verondersteld worden. Bij kleine rekken (εxx + εyy + εzz ≪ 1) geldt inderdaad:

̺ =
̺0

1 + (εxx + εyy + εzz)
≈ ̺0 (2.227)

waarbij ̺0 de massadichtheid bij ε̄ = 0 voorstelt.

De opgenomen energie per massa-eenheid bij een variatie van de rekken bij constante M̄s wordt
bij reversibele processen volgens (2.215) en (2.227) (benaderend) gegeven door:

duc
inw

M̄s=cst.
=

1

̺0
τ̄ s

c : dε̄ (2.228)
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Volgens (2.130) wordt de spanningstensor τ̄ c als volgt gedefinieerd:

n̄ · τ̄ c = τ̄ (n̄) + T̄c(n̄)

= τ̄ (n̄) +
µ0

2
M2

nn̄ (2.229)

waarbij het symmetrisch deel van τ̄ c wegens de koppelvergelijking (2.135) gegeven is door

τ̄ s
c = τ̄ c +

µ0

2

(

M̄H̄ − H̄M̄
)

(2.230)

Beschouwen we vooreerst het bijzonder geval waarbij er geen magnetisatie optreedt (M̄ = 0).
In dit geval herleidt τ̄ c zich tot de klassieke symmetrische mechanische spanningstensor. Voor
niet gemagnetiseerd, elastisch materiaal wordt het verband tussen de spanningstensor τ̄ s

c en de
rektensor ε̄ gegeven door de wet van Hooke. Deze lineaire betrekking tussen de spanningstensor
en de rektensor kan als volgt genoteerd worden5:

τ̄ s
c = ε̄ : Ē (2.231)

De arbeid τ̄ s
c : dε̄ wordt in dit geval volledig omgezet in elastische energie uc

el:

duc
inw

M̄s=0

=
1

̺0
ε̄ : Ē : dε̄ (2.232)

= d

(

1

2̺0
ε̄ : Ē : ε̄

)

(2.233)

= duc
el(ε̄ ) (2.234)

Als het materiaal echter gemagnetiseerd is, hangt de tensor τ̄ s
c wegens de term µ0

2 M2
nn̄ in

(2.229) ook af van de magnetisatie M̄ . Bovendien zijn de spanningen τ̄(n̄) niet noodzakelijk van
puur mechanische aard maar kunnen zij ook deels van magnetische oorsprong zijn (magnetische
korteafstandskrachten). De tensor τ̄ s

c bestaat bijgevolg uit enerzijds de elastische spanningstensor
ε̄ : Ē en anderzijds een tensor die afhangt van de magnetisatie M̄ (en dus van M̄s), zodat τ̄ s

c onder
de volgende algemene vorm kan geschreven worden:

τ̄ s
c = ε̄ : Ē + ᾱc

(

M̄s

)

(2.235)

waarbij zowel ε̄ : Ē als ᾱc

(

M̄s

)

symmetrische tensoren zijn.

De bijdrage van het magnetisatie-afhankelijk deel van de spanningstensor τ̄ s
c tot de variatie

van de inwendige energiedichtheid bij een variatie van de rek dε̄ bij constante M̄s kan men de
’magnetostrictie-energie’ uc

mstr noemen omdat het een verband tussen de magnetische en elastische
verschijnselen weerspiegelt, en wordt gegeven door:

1

̺0
ᾱc

(

M̄s

)

: dε̄ = d

(

1

̺0
ᾱc

(

M̄s

)

: ε̄

)

(2.236)

= d
(

uc
mstr

(

M̄s, ε̄
))

(2.237)
5Voor een verdere toelichting van deze notatie verwijzen we naar Appendix B
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De totale inwendige energiedichtheid is de som van de drie hierboven gedefinieerde energiedicht-
heden:

uc
inw

(

M̄s, ε̄
)

= uc
mag

(

M̄s

)

+ uc
mstr

(

M̄s, ε̄
)

+ uc
el (ε̄ ) (2.238)

= uc
mag

(

M̄s

)

+
1

̺0
ᾱc

(

M̄s

)

: ε̄ +
1

2̺0
ε̄ : Ē : ε̄ (2.239)

De inwendige energie wordt aldus formeel ingedeeld in de magnetische energie, die enkel func-
tie is van M̄s, de magnetostrictie-energie, bestaande uit eerstegraadstermen in de rekken met
coëfficiënten afhankelijk van M̄s en de elastische energie gevormd door termen van de tweede graad
in de rekken.

Een alternatieve formulering, die bijvoorbeeld in [Hirsinger 95] gebruikt wordt, kan als volgt
afgeleid worden. De inwendige energie wordt onderverdeeld in:

1. de magnetische energie ũc
mag

(

M̄s

)

, die opnieuw enkel functie is van M̄s.

2. de elastische energie ũc
el. De totale rektensor ε̄ wordt hierbij onderverdeeld in twee delen.

Ten eerste is er een ’spontane’ vervorming ten gevolge van magnetostrictie ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

, d.i. de
rek van magnetiseerd materiaal in ’spanningsloze toestand’. Ten tweede is er een rek ε̄ c

mech

ten gevolge van de ’mechanische spanningen’ σ̄mech. Het verband tussen deze mechanische
rek en mechanische spanningen wordt gegeven door de wet van Hooke:

σ̄mech = ε̄ c
mech = ε̄ c

mech : Ē (2.240)

met

ε̄ c
mech = ε̄ − ε̄ c

mstr

(

M̄s

)

(2.241)

De elastische energie wordt enkel bepaald door de mechanische rek en wordt bijgevolg gegeven
door:

ũc
el(ε̄

c
mech) =

1

2̺0
σ̄mech : ε̄ c

mech

=
1

2̺0
ε̄ c

mech : Ē : ε̄ c
mech

=
1

2̺0
(ε̄ − ε̄ c

mstr) : Ē : (ε̄ − ε̄ c
mstr) (2.242)

Zoals verder zal blijken, komt de ’mechanische spanning’ van deze redenering overeen met de
symmetrische spanningstensor τ̄ s

c en wordt dus met ’spanningsloze toestand’ bedoeld dat de
tensor τ̄ s

c nul is.

De som van de magnetische energie ũc
mag en de elastische energie ũc

el kan omgevormd worden
tot dezelfde vorm als de uitdrukking (2.239) voor de inwendige energie:

ũc
inw(M̄s, ε̄ ) = ũc

mag(M̄s) + ũc
el(ε̄

c
mech)
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= ũc
mag(M̄s) +

1

2̺0

(

ε̄ − ε̄ c
mstr

(

M̄s

))

: Ē :
(

ε̄ − ε̄ c
mstr

(

M̄s

))

(2.243)

= ũc
mag(M̄s)

+
1

2̺0

[

ε̄ : Ē : ε̄ − 2 ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

: Ē : ε̄ + ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

: Ē : ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

]

= ũc
mag(M̄s) +

1

2̺0
ε̄ c

mstr

(

M̄s

)

: Ē : ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

− 1

̺0
ε̄ c

mstr

(

M̄s

)

: Ē : ε̄ (2.244)

+
1

2̺0
ε̄ : Ē : ε̄

Gelijkstelling van uc
inw (2.239) en ũc

inw (2.244) levert het volgend verband op tussen uc
mag en ᾱc

enerzijds en ũc
mag en ε̄ c

mstr anderzijds:

uc
mag

(

M̄s

)

= ũc
mag

(

M̄s

)

+
1

2̺0
ε̄ c

mstr

(

M̄s

)

: Ē : ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

(2.245)

ᾱc

(

M̄s

)

= −ε̄ c
mstr

(

M̄s

)

: Ē (2.246)

2.5.4.2 Constitutieve wetten

Samenvattend kunnen we besluiten dat bij reversibele processen (dq = 0) de variatie van de inwen-
dige energie volgens (2.215) gegeven wordt door:

duc
inw = µ0H̄ · dmM̄s +

1

̺
τ̄ s

c : dε̄ (2.247)

waarbij de inwendige energie kan geschreven worden als een functie van M̄s en ε̄ van de volgende
vorm:

uc
inw(M̄s, ε̄ ) = uc

mag(M̄s) + uc
mstr(M̄s, ε̄ ) + uc

el(ε̄ )

= uc
mag(M̄s) +

1

̺0
ᾱc(M̄s) : ε̄ +

1

2̺0
ε̄ : Ē : ε̄ (2.248)

met

duc
mag(M̄s)

dM̄s

= µ0H̄
0(M̄s) (2.249)

Uit (2.247) en (2.248) volgt ten eerste de constitutieve wet die H̄ uitdrukt als functie van M̄s

en ε̄ :

H̄ =
1

µ0

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s
= H̄c(M̄s, ε̄ ) (2.250)

=
1

µ0

(

duc
mag

(

M̄s

)

dM̄s
+

∂uc
mstr

(

M̄s, ε̄
)

∂M̄s

)

= H̄0(M̄s) +
1

̺0µ0

dᾱc(M̄s)

dM̄s
: ε̄ (2.251)
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Als we de afgeleiden naar een tensor ε̄ op de volgende manier definiëren:

∂

∂ε̄
= ēxēx

∂

∂εxx
+ ēxēy

∂

∂εxy
+ ēxēz

∂

∂εxz
+ ēy ēx

∂

∂εyx
+ . . . (2.252)

kunnen we ten tweede uit (2.247), (2.248) en (2.246) de volgende formuleringen van de constitutieve
wet voor τ̄ s

c afleiden, waarbij we aannemen dat ̺ ≈ ̺0 :

τ̄ s
c = ̺0

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄
= τ̄ s

c(M̄s, ε̄ ) (2.253)

= ᾱc(M̄s) + ε̄ : Ē (2.254)

= (ε̄ − ε̄ c
mstr(M̄s)) : Ē (2.255)

Hieruit blijkt dat de constitutieve wetten voor H̄ en voor τ̄ s
c niet onafhankelijk van elkaar zijn.

Ze zijn immers afgeleid van dezelfde energiefunctie uc
inw(M̄s, ε̄ ). Het verband tussen beide wordt

gegeven door de tensor ᾱc(M̄s), m.a.w. door de magnetostrictie-energie, of volgens de alternatieve
formulering door de vervorming ten gevolge van magnetostrictie ε̄ c

mstr(M̄s). Dit is analoog aan de
hoger vermelde voorwaarde dat de differentiële susceptibiliteit χ̄d symmetrisch moet zijn waardoor
de constitutieve wetten voor de componenten van M̄s bij ε̄ = 0 niet onafhankelijk van elkaar zijn.
Voor de constitutieve wetten voor H̄ en voor τ̄ s

c geldt een analoge symmetrievoorwaarde, die we
hier illustreren aan de hand van een voorbeeld. Beschouwen we bijvoorbeeld een variatie van Msx

en εxx terwijl de andere componenten van de magnetisatie en de rek constant worden gehouden.
De variatie van de energiedichtheid duc

inw (2.247) wordt dan gegeven door:

duc
inw = µ0HxdMsx +

1

̺
τ cs
xxdεxx (2.256)

De symmetrievoorwaarde van de constitutieve wetten luidt dan:

∂µ0Hx

∂εxx
=

1

̺

∂τ cs
xx

∂Msx
(2.257)

Uit de constitutieve wetten (2.250)-(2.251) en (2.253)-(2.254) volgt dat aan deze symmetrievoor-
waarde inderdaad voldaan is.

Het begrip magnetostrictie is in deze context een relatief begrip, afhankelijk van de gebruikte
formulering (in dit geval de Chu-formulering). De rek ε̄ c

mstr(M̄s) werd bijvoorbeeld ingevoerd als de
spontane rek bij spanningsloze toestand. Volgens (2.255) betekent een rek ε̄ gelijk aan ε̄ c

mstr(M̄s)
dat de spanning τ̄ s

c nul is, waarbij τ̄ s
c echter slechts een deel van de totale spanning τ̄(n̄) bepaalt.

Uit de volgende paragrafen zal echter blijken dat de tot hier toe opgestelde vergelijkingen toela-
ten de magnetisatie M̄s en de vervorming ε̄ éénduidig te bepalen, waarbij de formuleringsafhanke-
lijke grootheden, zoals de spanningstensor τ̄ s

c, de (fictieve) magnetische krachtdichtheid f̄c en zijn
corresponderende spanning op randoppervlakken T̄c, de rek ε̄ c

mstr, enz. enkel als hulpgrootheden
dienen, zonder een echte fysische betekenis.
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2.5.5 Magneto-elastische vergelijkingen in de Chu-formulering

Voor het berekenen van de magnetische velden, de magnetisatie M̄s, de verplaatsing ū, en dus de
vervorming ε̄ bij een gekende stroomverdeling J̄ en gekende uitwendige krachten f̄u en spanningen
T̄u kunnen we beroep doen op de volgende vergelijkingen.

Ten eerste zijn er de wetten van Maxwell:

∇̄ × H̄ = J̄ (2.258)

∇̄ · B̄ = 0 (2.259)

B̄ = µ0(H̄ + M̄ ) (2.260)

met

M̄ = ̺M̄s (2.261)

Voor het H̄-veld geldt bovendien de constitutieve wet (2.251):

H̄ =
1

µ0

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s

= H̄c(M̄s, ε̄ ) (2.262)

= H̄0(M̄s) +
1

̺0µ0

dᾱc(M̄s)

dM̄s
: ε̄ (2.263)

We voeren verder de hulptensor τ̄ c in volgens de werkwijze uiteengezet in §2.4 gegeven door

τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄) (2.264)

waarbij de spanning τ̄(n̄) de gezamelijke korteafstandskrachtwerkingen voorstelt, ongeacht hun
oorsprong.

Uit de bewegingsvergelijkingen volgt dat τ̄ c voldoet aan de volgende wet in het materiaal:

̺ā = ̺f̄u + f̄c + ∇̄ · τ̄ c (2.265)

terwijl aan randoppervlakken de volgende gelijkheid geldt:

n̄ · τ̄ c = T̄u + T̄c(n̄) (2.266)

We splitsen de spanningstensor τ̄ c verder op in een symmetrisch en een antisymmetrisch deel:

τ̄ c = τ̄ s
c + τ̄ as

c (2.267)

waarbij het antisymmetrisch deel bepaald wordt door de koppeldichtheid c̄c, wat leidt tot de vol-
gende koppelvergelijking:

τ̄ as
c = −µ0

2
(M̄H̄ − H̄M̄) (2.268)
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Het symmetrisch deel wordt verder bepaald door de volgende constitutieve wet:

τ̄ s
c = ̺0

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄
= τ̄ s

c(M̄s, ε̄ ) (2.269)

= ᾱc(M̄s) + ε̄ : Ē (2.270)

= (ε̄ − ε̄ c
mstr(M̄s)) : Ē (2.271)

Tenslotte wordt de vervorming ε̄ afgeleid van de verplaatsing ū volgens6:

ε̄ = (∇̄ū)s (2.272)

Met behulp van bovenstaande vergelijkingen, met name

• de magnetische vergelijkingen (2.258)-(2.260)

• de bewegingsvergelijking (2.265), met ā = 0 voor statische problemen

• de evenwichtsvoorwaarde aan de rand (2.266)

• de koppelvergelijking (2.268)

• het verband tussen rek en verplaatsing (2.272)

• de constitutieve wetten (2.262) en (2.269)

aangevuld met

• de magnetische en de mechanische randvoorwaarden

• bij dynamische problemen, de beginvoorwaarden

is het probleem volledig bepaald.

De magnetische en de mechanische vergelijkingen zijn hierbij op verschillende niveau’s gekop-
peld, cf. [Hirsinger 95]. Ten eerste is er een koppeling via de constitutieve wetten voor H̄ en τ̄ c, de
zgn. lokale koppeling. Er is verder ook een structurele koppeling. Bij vervorming ten gevolge van de
magnetische krachtwerking verandert immers de geometrie waardoor het magnetisch veldprobleem
wijzigt.

Deze koppeling van de magnetische en de elastische verschijnselen kan worden aangeduid met
het begrip magneto-elasticiteit.

6We nemen hier de verplaatsing ū als onbekende en leiden daar de rektensor ε̄ uit af. Ook de rekken kunnen als
onbekenden genomen worden. Er moet uiteraard een verplaatsingsveld bestaan dat met deze rekken overeenstemt,
wat dan uitgedrukt wordt door de zgn. compatibiliteitsvoorwaarden voor de rekken.
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2.5.6 Magneto-elastische vergelijkingen in de Ampère-formulering - Equivalen-

tie met de Chu-formulering

2.5.6.1 Magneto-elastische vergelijkingen in de Ampère-formulering

Alle hulpgrootheden die in de vorige paragraaf voorkomen, aangeduid met index c, zijn afhankelijk
van de gekozen opsplitsing van fysische grootheden. Enerzijds wordt de spanning τ̄(n̄) die de kor-
teafstandskrachtwerking weergeeft, ingedeeld in een tensor-gedeelte n̄ · τ̄ c, en een deel dat niet in
tensornotatie kan geschreven worden −T̄c(n̄), en dit op basis van de Chu-formulering van de elek-
tromagnetische spanning σ̄em die de magnetische langeafstandskrachtwerking bepaalt. Anderzijds
wordt de door de magnetische bronnen buiten V1 geleverde arbeid dW0→1 bij een magnetisatiever-
andering binnen het volume V1 verdeeld in een deel zelfenergie dW c

z en een deel energie opgenomen
door het magnetisch materiaal dW c

m, geformuleerd aan de hand van het H̄-veld, het zgn. funda-
mentele veld van het Chu-model.

In deze paragraaf worden de vergelijkingen in de Ampère-formulering weergegeven. Het verschil
met de Chu-formulering vloeit enkel voort uit een verschillende indeling van τ̄(n̄) en dW0→1. Hieruit
zal blijken dat de Chu- en Ampère-formulering van de basisvergelijkingen voor het oplossen van
magneto-elastische problemen equivalent zijn.

Aan de hand van een analoge redenering als in §(2.4) kunnen we voor de beschrijving van de
spanningen in gemagnetiseerd materiaal τ̄ (n̄) de hulptensor τ̄ a invoeren en de wetten waaraan deze
tensor moet beantwoorden afleiden.

De elektromagnetische spanning σ̄em(n̄) wordt hiertoe in de Ampère-formulering geschreven als:

σ̄em = n̄ · T̄ a + T̄a (n̄) (2.273)

= n̄ ·
[

B̄H̄ − µ0

2

(

H2 − M2
)

Ī

]

− µ0

2
M2

t n̄

De totale kracht en het totaal moment uitgeoefend door de magnetische langeafstandskrachten op
een deel van een magnetisch lichaam kan eveneens berekend worden aan de hand van de volgende
fictieve kracht- en koppelverdeling en de spanning op randoppervlakken:

f̄a = ∇̄ · T̄ a =
(

∇̄B̄
)

· M̄ (2.274)

c̄a = M̄ × B̄ (2.275)

T̄a(n̄) = −µ0

2
M2

t n̄ (2.276)

Verder kan aangetoond worden dat τ̄ (n̄)+ T̄a (n̄) varieert in functie van n̄ als een tensor die we
τ̄ a noemen zodat :

τ̄ (n̄) = n̄ · τ̄ a − T̄a (n̄) (2.277)

De bewegingsvergelijkingen kunnen dan als volgt geformuleerd worden. In het materiaal geldt :

̺ā = ̺f̄u + ∇̄ · T̄ a + ∇̄ · τ̄ a (2.278)

= ̺f̄u + f̄a + ∇̄ · τ̄ a (2.279)
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terwijl aan randoppervlakken de volgende betrekking moet voldaan zijn:

n̄ · τ̄ a = T̄u + T̄a (n̄) (2.280)

De magnetische koppeldichtheid c̄a = M̄ × B̄ bepaalt het antisymmetrisch deel van τ̄ a en leidt
tot:

τ̄ a = τ̄ s
a + τ̄ as

a (2.281)

met

τ̄ as
a = −1

2

(

M̄B̄ − B̄M̄
)

(2.282)

Wat de arbeid en energie betreft bij bewegende gemagnetiseerde middenstoffen kunnen we na
een analoge werkwijze als in §2.5 de volgende besluiten trekken.

De arbeid dW0→1 wordt volgens de Ampère-formulering als volgt verdeeld in zelfenergie dW a
z

en energie opgenomen door het magnetische materiaal dW a
m:

dW0→1 =

∫

V1

B̄0 · dM̄ dm (2.283)

=

∫

V +
1

B̄ · dM̄ dv −
∫

V +
1

B̄1 · dM̄ dv (2.284)

= dW a
m + dW a

z (2.285)

De uitdrukking voor dW a
m gegeven door

dW a
m =

∫

V +
1

B̄ · dM̄ dv (2.286)

wordt door over te gaan naar variaties ten opzichte van een meebewegende waarnemer volgens
(2.190) en door het invoeren van het magnetisch moment per massa-eenheid volgens (2.197) omge-
vormd tot

dW a
m =

∫

V1

B̄ · dmM̄s dm −
∫

V1

dū · f̄a dv −
∮

S1

dū · T̄a(n̄) ds +

∫

V1

c̄a · dθ̄ dv (2.287)

De arbeid dWu die de uitwendige krachten opnemen en de variatie van de kinetische energie
dEkin wordt in functie van de Ampère-grootheden f̄a, T̄a(n̄), en τ̄ a gegeven door:

dWu + dEkin =

∫

V1

f̄a · dū dv +

∮

S1

T̄a(n̄) · dū ds −
∫

V1

τ̄ s
a : dε̄ dv +

∫

V1

c̄a · dθ̄ dv (2.288)
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Uit (2.287) en (2.288) volgt

dW a
m =

∫

V1

B̄ · dmM̄s dm +

∫

V1

τ̄ s
a : dε̄ dv + dWu + dEkin (2.289)

waaruit blijkt dat dW a
m gedeeltelijk wordt omgezet in mechanische energie (dWu + dEkin). De rest

wordt opgeslagen als inwendige energie dUa
inw en gedissipeerd als warmte dQ:

dUa
inw + dQ =

∫

V1

B̄ · dmM̄s dm +

∫

V1

τ̄ s
a : dε̄ dv (2.290)

=

∫

V1

(

B̄ · dmM̄s +
1

̺
τ̄ s

a : dε̄

)

dm (2.291)

Bij reversibele processen (dQ = 0) wordt de opgeslagen energie per massa-eenheid aldus bepaald
door:

dua
inw = B̄ · dmM̄s +

1

̺
τ̄ s

a : dε̄ (2.292)

met

ua
inw = ua

inw(M̄s, ε̄ ) (2.293)

Dit leidt tot de volgende algemene uitdrukking voor de constitutieve wetten:

B̄ = B̄a(M̄s, ε̄ ) (2.294)

=
∂ua

inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s
(2.295)

τ̄ s
a = τ̄ s

a(M̄s, ε̄ ) (2.296)

= ̺
∂ua

inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄
(2.297)

2.5.6.2 Equivalentie tussen de Chu- en de Ampère-formulering

Om de equivalentie tussen de Chu- en de Ampère-formulering aan te tonen, bepalen we het verschil
tussen de energie opgenomen door het magnetisch materiaal volgens beide formuleringen, m.a.w.
dW a

m − dW c
m, respectievelijk gegeven door (2.286) en (2.194):

dW a
m − dW c

m =

∫

V +
1

(

B̄ − µ0H̄
)

· dM̄ dv

=

∫

V +
1

µ0M̄ · dM̄ dv
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Met behulp van vergelijkingen (2.190), (2.197) en (2.198), kan deze uitdrukking als volgt uitge-
werkt worden:

dW a
m − dW c

m

=

∫

V +
1

µ0

(

M̄ · dmM̄ − dū ·
(

∇̄M̄
)

· M̄ + M̄ · dθ̄ × M̄
)

dv

=

∫

V +
1

µ0M̄ · dmM̄s dm −
∫

V +
1

µ0

[

M̄ · M̄
(

∇̄ · dū
)

+ dū · ∇̄
(

1

2
M2

)]

dv

=

∫

V +
1

µ0M̄ · dmM̄s dm −
∫

V +
1

µ0

[

M2 (∇̄ · dū
)

+ ∇̄
(

1

2
M2dū

)

− 1

2
M2 (∇̄ · dū

)

]

dv

=

∫

V +
1

µ0M̄ · dmM̄s dm −
∫

V +
1

µ0

[

1

2
M2 (∇̄ · dū

)

]

dv +

∮

S+
1

µ0

2
M2dū dv

=

∫

V1

µ0M̄ · dmM̄s dm −
∫

V1

µ0

2
M2 (∇̄ · dū

)

dv (2.298)

=

∫

V1

̺µ0M̄s · dmM̄s dm +

∫

V1

µ0

2

(

̺M̄s

)2 dm̺

̺

1

̺
dm

=

∫

V1

dm

(

̺
µ0

2
M2

s

)

dm (2.299)

Uit (2.299) blijkt dat, analoog als bij niet bewegende middenstoffen, het verschil tussen dW a
m

en dW c
m bestaat uit de variatie van een opgeslagen energie per massa-eenheid, nl. dm

(

̺µ0

2 M2
s

)

.

Het verschil dW a
m − dW c

m gegeven door (2.299) en (2.298) leidt tot het volgend verband tussen
de opgeslagen energiedichtheid vogens de Chu- en de Ampère-formulering:

dua
inw − duc

inw = dm

(

̺
µ0

2
M2

s

)

(2.300)

= µ0M̄ · dmM̄s −
1

̺

µ0

2
M2 (∇̄ · dū

)

(2.301)

zodat:

dua
inw = B̄ · dmM̄s +

1

̺
τ̄ s

a : dε̄ (2.302)

= duc
inw + µ0M̄ · dmM̄s −

1

̺

µ0

2
M2 (∇̄ · dū

)

(2.303)

= duc
inw + µ0M̄ · dmM̄s −

1

̺

(

µ0

2
M2Ī

)

: dε̄ (2.304)

Hieruit blijkt dat de constitutieve wet voor B̄ (2.295) in overeenstemming is met de constitutieve
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wet voor H̄ (2.250)

(2.304) ⇒ ∂ua
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s
=

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s
+ µ0M̄ (2.305)

⇒ B̄a(M̄s, ε̄ ) = µ0

(

H̄c(M̄s, ε̄ ) + M̄
)

(2.306)

Het verband tussen de constitutieve wetten voldoet dus aan:

B̄ = µ0(H̄ + M̄) (2.307)

Verder volgt uit (2.304) het verband tussen de constitutieve wetten voor τ̄ s
a (2.297) en τ̄ s

c (2.253):

(2.304) ⇒ ∂ua
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄
=

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄
− µ0

2̺
M2Ī (2.308)

⇒ τ̄ s
a(M̄s, ε̄ ) = τ̄ s

c(M̄s, ε̄ ) − µ0

2
M2Ī (2.309)

Uit de vergelijking van de Chu- en de Ampère-formulering van de spanning τ̄(n̄) voor elke
richting n̄:

τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄)

= n̄ · τ̄ a − T̄a(n̄) (2.310)

en

T̄a(n̄) − T̄c(n̄) = −µ0

2
M2

t n̄ − µ0

2
M2

nn̄ = −µ0

2
M2n̄ (2.311)

volgt dat

τ̄ a − τ̄ c = −µ0

2
M2Ī (2.312)

Hieruit volgt dat ook de constitutieve wetten voor τ̄ s
a en τ̄ s

c (2.309) overeenstemmen.

Tenslotte geldt het volgend verband tussen T̄ a en T̄ c:

T̄ a − T̄ c =
µ0

2
M2Ī (2.313)

Uit de bovenstaande betrekkingen (2.305), (2.307), (2.308), (2.311), (2.312) en (2.313) tussen de
Chu-grootheden µ0H̄, uc

inw, T̄c, τ̄ c en T̄ c en de corresponderende Ampère-grootheden B̄, ua
inw, T̄a,

τ̄ a en T̄ a volgt de equivalentie tussen de Chu- en de Ampère-formulering van de magneto-elastische
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vergelijkingen:







































































̺ā = ̺f̄u + ∇̄ · T̄ c + ∇̄ · τ̄ c

n̄ · τ̄ c = T̄u + T̄c(n̄)

H̄ = 1
µ0

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s

τ̄ s
c = ̺

∂uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄

τ̄ as
c = −µ0

2 (M̄H̄ − H̄M̄)

⇔







































































̺ā = ̺f̄u + ∇̄ · T̄ a + ∇̄ · τ̄ a

n̄ · τ̄ a = T̄u + T̄a(n̄)

B̄ =
∂ua

inw(M̄s, ε̄ )
∂M̄s

τ̄ s
a = ̺

∂ua
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄

τ̄ as
a = −1

2(M̄B̄ − B̄M̄)

(2.314)

Uit theoretisch oogpunt zijn beide formuleringen equivalent. De inwendige energieën uc
inw(M̄s, ε̄ )

en ua
inw(M̄s, ε̄ ) die de constitutieve wetten bepalen moeten echter experimenteel bepaald worden,

na het vooropstellen van een bepaalde vorm. Het is dus niet a priori verzekerd dat, zelfs bij gebruik
van dezelfde proefresultaten, de constitutieve wetten voor de twee formuleringen, die men respec-
tievelijk afleidt uit de opgemeten energiefuncties uc

inw(M̄s, ε̄ ) en ua
inw(M̄s, ε̄ ), overeenstemmen.

We kunnen nu aantonen dat, indien men voor het opstellen van de vorm van de inwendige energie
ua

inw een analoge redenering volgt als in §2.5.4.1, de equivalentie verzekerd is, mits de benadering
̺ ≈ ̺0 aan te wenden. Deze benadering werd trouwens ook aangenomen bij het opstellen van de
uitdrukking voor uc

inw (en nu dus ook voor ua
inw).

We beschouwen daartoe de volgende uitdrukkingen voor ua
inw, die analoog zijn aan die voor

uc
inw:

ua
inw = ua

mag(M̄s) + ua
mstr(M̄s, ε̄ ) + ua

el(ε̄ ) (2.315)

= ua
mag(M̄s) +

1

̺0
ᾱa(M̄s) : ε̄ +

1

2̺0
ε̄ : Ē : ε̄ (2.316)

= ũa
mag(M̄s) + ũa

el(ε̄
a
mech) (2.317)

= ũa
mag(M̄s) +

1

2̺0

(

ε̄ − ε̄ a
mstr(M̄s)

)

: Ē :
(

ε̄ − ε̄ a
mstr(M̄s)

)

(2.318)

met

ua
mag

(

M̄s

)

= ũa
mag

(

M̄s

)

+
1

2̺0
ε̄ a

mstr

(

M̄s

)

: Ē : ε̄ a
mstr

(

M̄s

)

ᾱa

(

M̄s

)

= −ε̄ a
mstr

(

M̄s

)

: Ē (2.319)

B̄0(M̄s) =
dua

mag(M̄s)

dM̄s

(2.320)

waarbij B̄0(M̄s) de magnetische inductie is in functie van M̄s bij ε̄ = 0.

Uit (2.292) en de bovenstaande uitdrukkingen voor de inwendige energie, volgt de constitutieve
wet voor B̄

B̄a(M̄s, ε̄ ) =
dua

mag(M̄s)

dM̄s
+

1

̺0

dᾱa(M̄s)

dM̄s
: ε̄ (2.321)
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= B̄0(M̄s) +
1

̺0

dᾱa(M̄s)

dM̄s

: ε̄ (2.322)

Voor τ̄ s
a kan analoog de volgende constitutieve wet met ̺ ≈ ̺0 afgeleid worden:

τ̄ s
a = ̺0

∂ua
inw(M̄s, ε̄ )

∂ε̄
= τ̄ s

a(M̄s, ε̄ ) (2.323)

= ᾱa(M̄s) + ε̄ : Ē (2.324)

= (ε̄ − ε̄ a
mstr(M̄s)) : Ē (2.325)

De rektensor ε̄ a
mstr(M̄s) stelt hier dus de vervorming bij τ̄ s

a = 0 voor.

Het opmeten van de constitutieve wetten voor beide formuleringen bestaat uit het bepalen van
respectievelijk H̄0(M̄s) en B̄0(M̄s) en van respectievelijk ᾱc(M̄s) en ᾱc(M̄s), waarbij de elastische
constanten die de tensor Ē bepalen in beide gevallen gelijk zijn, en gekend worden verondersteld.

Het verband tussen de opgemeten H̄0- en B̄0-functie wordt (uiteraard) gegeven door:

B̄0(M̄s) = µ0(H̄0(M̄s) + M̄ ) (2.326)

Bij gekende magnetische omstandigheden (gekende H̄, B̄ en M̄s ), kan men met behulp van de
evenwichtsvergelijkingen (ā = 0) in het volume en op de rand, τ̄ c en τ̄ a bepalen. Uit metingen
van de vervorming ε̄ kan men dan de constitutieve wetten voor τ̄ s

c en τ̄ s
a, m.a.w. respectievelijk

ᾱc(M̄s) en ᾱa(M̄s) bepalen. Uit de (vooropgestelde vorm van de) constitutieve wet voor τ̄ s
a (2.324),

de analoge wet voor τ̄ s
c (2.254) en het verband tussen τ̄ a en τ̄ c volgens (2.312) volgt het verband

tussen de experimenteel bepaalde tensoren ᾱa en ᾱc:

ᾱa(M̄s) − ᾱc(M̄s) = τ̄ s
a − τ̄ s

c

= −µ0

2
M2Ī ≈ −µ0

2
̺2
0M

2
s Ī (2.327)

Hieruit volgt rechtstreeks dat de vooropgestelde uitdrukkingen voor uc
inw en ua

inw voldoen aan
de voorwaarde (2.308).

Uit

1

̺0

d
(

ᾱa(M̄s) − ᾱc(M̄s)
)

dM̄s

: ε̄ = −dµ0

2 ̺0M
2
s Ī

dM̄s

: ε̄ (2.328)

= −µ0̺0M̄s Ī : ε̄ (2.329)

= −µ0M̄ (εxx + εyy + εzz) (2.330)

en (2.326) volgt dat ook de andere voorwaarde voor het verband tussen uc
inw en ua

inw (2.305)
voldaan is (of m.a.w. dat de constitutieve wet voor B̄ (2.5.6.2) en de analoge constitutieve wet voor
H̄ (2.251) in overeenstemming zijn) :

∂ua
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s
= B̄0(M̄s) +

1

̺0

dᾱa(M̄s)

dM̄s
: ε̄ (2.331)

2-48



= µ0H̄
0(M̄s) + µ0M̄ +

1

̺0

dᾱc(M̄s)

dM̄s

: ε̄ − µ0M̄ (εxx + εyy + εzz) (2.332)

=
uc

inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s

+ µ0M̄ (1 − (εxx + εyy + εzz)) (2.333)

≈ uc
inw(M̄s, ε̄ )

∂M̄s
+ µ0M̄ (2.334)

Aangezien de experimenteel bepaalde energiefuncties uc
inw (2.248) en ua

inw (2.316) voldoen aan
(2.305) en (2.308), zijn de magneto-elastistische vergelijkingen volgens de Chu- en de Ampère-
formulering equivalent.

2.5.7 De fictieve elektromagnetische kracht- en koppeldichtheid f̄em en c̄em

Aan de hand van de constitutieve wetten voor τ̄ s
c (2.254) en τ̄ s

a (2.324) en de (identieke) uitdruk-
kingen voor de τ̄ as

c (2.135) en τ̄ as
a (2.282) kunnen we een spanningstensor τ̄ als volgt definiëren:

τ̄ = τ̄ c − ᾱc(M̄s) (2.335)

= τ̄ a − ᾱa(M̄s) (2.336)

= τ̄ s + τ̄ as (2.337)

waarbij het symmetrisch deel τ̄ s gegeven wordt door de wet van Hooke:

τ̄ s = ε̄ : Ē (2.338)

terwijl het antisymmetrisch deel τ̄ as bepaald is door de koppeldichtheid c̄c = c̄a:

τ̄ as = τ̄ as
c = −µ0

2
(M̄H̄ − H̄M̄) (2.339)

= τ̄ as
a = −1

2
(M̄B̄ − B̄M̄ ) (2.340)

zodat τ̄ gegeven wordt door:

τ̄ = ε̄ : Ē − µ0

2
(M̄H̄ − H̄M̄) (2.341)

Gebruik makend van de relaties tussen de diverse Chu- en Ampère-grootheden, definiëren we
verder een elektromagnetische spanningstensor T̄ em:

T̄ em = T̄ c + ᾱc (2.342)

= T̄ a + ᾱa (2.343)

en de daaruitvolgende (fictieve) magnetische krachtdichtheid f̄em:

f̄em = ∇̄ · T̄ em (2.344)

= ∇̄ · T̄ c + ∇̄ · ᾱc = f̄c + ∇̄ · ᾱc (2.345)

= ∇̄ · T̄ a + ∇̄ · ᾱa = f̄a + ∇̄ · ᾱa (2.346)
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en de corresponderende spanning op randoppervlakken:

T̄em(n̄) = T̄c(n̄) − n̄ · ᾱc (2.347)

= T̄a(n̄) − n̄ · ᾱa (2.348)

De elektromagnetische koppeldichtheid c̄em kunnen we (vanzelfsprekend) als volgt definiëren:

c̄em = M̄ × B̄ (= µ0M̄ × H̄ = c̄c = c̄a) (2.349)

De bewegingsvergelijkingen in het materiaal (2.137) en (2.278) kunnen met behulp van boven-
staande definities herleid worden tot:

̺ā = ̺f̄u + f̄em + ∇̄ · τ̄ (2.350)

= ̺f̄u + ∇̄ · T̄ em + ∇̄ · τ̄ (2.351)

terwijl de evenwichtvoorwaarde aan de rand de volgende vorm aanneemt:

n̄ · τ̄ = T̄u + T̄em (2.352)

De spanning τ̄(n̄) wordt tenslotte gegeven door:

τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄)

= n̄ · τ̄ a − T̄a(n̄)

= n̄ · τ̄ − T̄em(n̄) (2.353)

De vergelijkingen voor het berekenen van de verplaatsing en de vervorming van gemagnetiseerd
materiaal bestaan dan uit de magnetische vergelijkingen (wetten van Maxwell en constitutieve wet
voor H̄ of B̄) gekoppeld met de volgende vergelijkingen:

̺ā =
(

̺f̄u + f̄em

)

+ ∇̄ · τ̄ binnen het volume (2.354)

n̄ · τ̄ = T̄u + T̄em op de rand (2.355)

τ̄ = ε̄ : Ē − µ0

2
(M̄H̄ − H̄M̄) (2.356)

ε̄ = (∇̄ū)s (2.357)

In het geval waarbij de koppeldichtheid nul is (c̄em = 0), is de spanningstensor τ̄ symmetrisch en
verhoudt hij zich tot de rektensor volgens de wet van Hooke. De verplaatsing ū en vervorming ε̄ van
gemagnetiseerd materiaal kunnen in dit geval bepaald worden aan de hand van de vergelijkingen
van de klassieke elasticiteitsleer waarbij de belasting bestaat uit de fictieve elektromagnetische
krachtdichtheid f̄em en de spanningen T̄em op de rand, die aan de uitwendige krachten ̺f̄u en
T̄u worden toegevoegd. In het algemene geval waarbij er een koppeldichtheid c̄em = µ0M̄ × H̄
optreedt, bevat τ̄ eveneens een antisymmetrisch deel dat rechtstreeks door deze koppeldichtheid
wordt bepaald.
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2.5.8 Vervorming ten gevolge van magnetische langeafstandskrachten

De magneto-elastische vergelijkingen worden mede bepaald door een aantal parameters die proef-
ondervindelijk moeten worden bepaald, met name H0(M̄s) (of B0(M̄s)), ᾱc(M̄s) (of ᾱa(M̄s)) en
Ē, die voorkomen in de constitutieve wetten of, zoals in de formulering van de vorige paragraaf,
in de fictieve elektromagnetische krachtdichtheid f̄em en de corresponderende spanning op randop-
pervlakken T̄em. We gaan er nu van uit dat het zuiver magnetisch en het zuiver elastisch gedrag
gekend zijn, m.a.w. dat H̄0(M̄s) en Ē gekend zijn, terwijl ᾱc(M̄s) en ᾱa(M̄s) niet bepaald zijn.
We beschouwen verder de volgende probleemstelling. De magnetische langeafstandskrachten zijn
éénduidig bepaald door de spanning σ̄em(n̄). Hoe kunnen we nu vervorming bepalen die veroor-
zaakt wordt door deze magnetische langeafstandskrachtwerking ? We wensen met andere woor-
den de elektromagnetische spanningstensor T̄ em en de overeenkomstige (fictieve) krachtenverdeling
f̄em en spanning op randoppevlakken T̄em te bepalen die de magnetische langeafstandkrachtwer-
king weergeven en die dus door toepassing van (2.354)-(2.357) de vervorming ten gevolge van de
langeafstandskrachten opleveren. De bekomen vervorming zal nagenoeg gelijk zijn aan de totale
vervorming als de vervorming door interne structuurveranderingen (de zgn. zuivere magnetostric-
tie), m.a.w. door de magnetische krachtwerking op microscopisch niveau, te verwaarlozen is t.o.v.
de vervorming door de langeafstandskrachten. Als de magnetische korteafstandskrachten niet in
aanmerking worden genomen betekent dit dat de spanning τ̄(n̄) van zuiver mechanische aard is.

Het gestelde probleem wordt niet opgelost door in de uitdrukkingen voor de inwendige energie
uc

inw of ua
inw de ’magnetostrictie-energie’ uc

mstr of ua
mstr en dus ᾱc of ᾱa gelijk aan nul te stellen,

wat gelijkwaardig is met het nul stellen van de ’vervorming door magnetostrictie’ ε̄ c
mstr of ε̄ a

mstr.
Beschouwen we bijvoorbeeld het geval ᾱc = 0. In dit geval wordt de spanningstensor gegeven door
:

τ̄ = τ̄ c (2.358)

en wordt de elektromagnetische krachtwerking bepaald door:

f̄em = f̄c

T̄em = T̄c

c̄em = c̄c

De vervorming wordt dus berekend alsof de fictieve krachtenverdeling volgens het Chu-model de
’ware’ magnetische krachtwerking weergeeft.

De spanning τ̄ (n̄), van zuiver mechanische aard in de gegeven probleemstelling, wordt bijgevolg
gegeven door:

τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ − T̄em(n̄) (2.359)

= n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄)

= n̄ · τ̄ c −
µ0

2
M2

nn̄ (2.360)

met

τ̄ s = τ̄ s
c = ε̄ : Ē (2.361)
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De vervorming wordt dus enkel bepaald door τ̄ s
c:

ε̄ = τ̄ s
c : Ē−1 (2.362)

Het antisymmetrisch deel van τ̄ komt overeen met een koppeldichtheid en bewerkstelligt enkel
een rotatie maar geen vervorming. De vervorming in een punt zou dus enkel afhangen van het
gedeelte van de totale mechanische spanning τ̄(n̄) (2.360) dat volgens een tensor varieert n̄ · τ̄ c. De
normaalspanning −Tem(n̄) = −T̄c(n̄) = −µ0

2 M2
nn̄ , m.a.w. de druk µ0

2 M2
n, zou dus geen invloed op

de vervorming hebben, terwijl men ten gevolge van een dergelijke druk een samendrukking volgens
de richting van M̄ verwacht.

Indien men ᾱa gelijk aan nul zou stellen, zou men bekomen dat de spanning −T̄em(n̄) =
−T̄a(n̄) = µ0

2 M2
t n̄ geen bijdrage tot de vervorming levert. Beide redeneringen leiden dus tot een

verschillend, overigens niet realistisch, mechanisch gedrag, dat afhangt van de opsplitsing van τ̄(n̄).

Uit bovenstaande redenering kunnen we besluiten dat wegens het (veronderstelde) zuiver me-
chanisch karakter van τ̄(n̄) het deel −T̄em(n̄) van de spanning τ̄(n̄) in een punt geen bijdrage
levert tot de vervorming in dat punt, indien T̄em de spanning is die hoort bij de elektromagnetische
spanningstensor T̄ em die de magnetische langeafstandskrachtwerking weergeeft.

Om de elektromagnetische spanningstensor T̄ em en de corresponderende krachtdichtheid f̄em

en spanning op randoppervlakken T̄em, die de magnetische langeafstandskrachtwerking weergeven,
te bepalen, gaan we uit van de volgende redenering.

Aangezien de spanning τ̄(n̄) van zuiver mechanische aard is wordt de arbeid verricht door τ̄(n̄)
bij een vervorming dε̄ opgeslagen als elastische energie d(1

2 ε̄ : Ē : ε̄ ).

In appendix E wordt aangetoond dat de arbeid verricht door τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ c − T̄c(n̄) bij een
willekeurige vervorming dε̄ gegeven is door:

(

τ̄ s
c −

µ0

10
M2Ī − µ0

5
M̄M̄

)

: dε̄ (2.363)

Deze arbeid wordt omgezet in elastische energie zodat:

d(
1

2
ε̄ : Ē : ε̄ ) = τ̄ s : dε̄

=

(

τ̄ s
c −

µ0

10
M2Ī − µ0

5
M̄M̄

)

: dε̄ (2.364)

Aangezien dit geldt voor een willekeurige vervorming volgt hieruit:

τ̄ s = τ̄ s
c −

µ0

10
M2Ī − µ0

5
M̄M̄ (2.365)

wat volgens (2.335) en (2.339) correspondeert met de volgende waarde voor ᾱc :

ᾱc =
µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄ (2.366)

2-52



Hieruit volgen dan de elektromagnetische spanningstensor volgens (2.342) :

T̄ em = T̄ c +
µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄ (2.367)

= B̄H̄ − µ0

2
H2Ī +

µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄ (2.368)

de fictieve elektromagnetische krachtdichtheid volgens (2.345) :

f̄em = ∇̄ ·
(

T̄ c +
µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄

)

(2.369)

= ∇̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H2Ī +

µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄

)

(2.370)

= ∇̄ · T̄ em (2.371)

en de spanning op randoppervlakken volgens (2.347) :

T̄em(n̄) = T̄c − n̄ ·
(

µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄

)

(2.372)

=
µ0

2
M2

nn̄ − µ0

10
M2n̄ − µ0

5
MnM̄ (2.373)

Voor de volledigheid vermelden we dat de elektromagnetiche koppeldichtheid zoals steeds gege-
ven wordt door:

c̄em = M̄ × B̄ = µ0M̄ × H̄ (2.374)

Zoals hoger reeds uiteengezet, volgt uit het zuiver mechanisch karakter van τ̄(n̄) gegeven door
(2.359) dat −T̄em(n̄) geen vervorming veroorzaakt. De gevolgde redenering impliceert dus dat de
spanning −T̄em(n̄) hier gegeven door (2.373) geen bijdrage levert tot de vervorming ε̄ .

De bekomen waarde voor ᾱc (2.366) leidt verder tot de constitutieve wet voor H̄ :

H̄ = H̄0(M̄s) +
1

µ0

dᾱc

dM̄s
: ε̄

= H0(M̄s) +
1

5

(

M̄(εxx + εyy + εzz) + M̄ · ε̄
)

(2.375)

Zelfs in ferromagnetisch materiaal waar de verhouding M
H

van de grootte-orde 1000 kan zijn, mag
men bij kleine rekken aannemen dat de constitutieve wet voor H̄ nagenoeg niet van de vervorming
afhangt in de gegeven omstandigheden, m.a.w. als de vervorming ten gevolge van de magnetische
korteafstandskrachten (zuivere magnetostrictie) te verwaarlozen is.

2.6 Uitdrukkingen van de magnetische krachtenverdeling uit de

literatuur

In de literatuur komen verschillende uitdrukkingen voor de magnetische krachtenverdeling voor. De
meeste uitdrukkingen worden afgeleid met behulp van het principe van de virtuele arbeid of steunen
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op een formulering van de Maxwell-spanningen. Beide methodes gelden in principe enkel voor het
bepalen van de totale magnetische kracht en het totaal moment die op een lichaam inwerken, of
voor de bepaling van de hoger gedefinieerde magnetische langeafstandskrachtwerking op een deel
van een magnetisch lichaam en zijn equivalent zoals in Appendix C werd aangetoond.

Het principe van de virtuele arbeid wordt in de literatuur ook aangewend om de magnetische
krachtdichtheid (kracht per volume-eenheid) te bepalen. Hierbij wordt de inwendige energiedicht-
heid van gemagnetiseerd vervormbaar materiaal als het ware expliciet ingedeeld in magnetostatische
en elastische energie. De krachtdichtheid wordt dan bepaald aan de hand van de geleverde arbeid
van de spanningsbronnen dWe en de variatie van de magnetostatische energie dW bij een (virtuele)
verplaatsing van een infinitesimaal volumetje rond een punt. Aldus bekomt men een kracht per
volume-eenheid of m.a.w. de magnetische krachtdichtheid in het beschouwde punt. Op basis van
deze krachtdichtheid wordt dan met behulp van de klassieke elasticiteitsleer de vervorming bepaald,
waarbij enkel de elastische energie een rol speelt.

Bij een virtuele verplaatsing van een infinitesimaal volumetje vervormt echter het omliggende
materiaal zodat de magnetische permeabiliteit ervan kan wijzigen. Dit kan men weergeven door de
magnetische permeabilteit µ afhankelijk te maken van de massadichtheid ̺.

Indien men in eerste instantie isotroop lineair magnetisch materiaal beschouwt waarvan de
permeabiliteit µ niet van de massadichtheid afhangt bekomt men het volgende resultaat voor de
magnetische krachtdichtheid volgens het principe van de virtuele arbeid, zoals bijvoorbeeld wordt
afgeleid in [Woodson 68]:

f̄ = J̄ × B̄ − 1

2
H2∇̄µ (2.376)

= ∇̄ · T̄ (2.377)

met

T̄ = B̄H̄ − 1

2
B̄ · H̄Ī (2.378)

= µH̄H̄ − 1

2
µH2Ī (2.379)

De tensor T̄ (2.378) is in niet-magnetisch materiaal (µ = µ0) gelijk aan de spanningstensor
van Maxwell T̄Maxwell. (2.121)-(2.123). De totale kracht en het totaal moment op een magnetisch
lichaam kunnen bijgevolg bepaald worden door integratie van de spanningen n̄·T̄ over een oppervlak
S1 dat het lichaam omsluit en gelegen is in niet-magnetisch materiaal:

F̄ =

∮

S1

n̄ · T̄ ds (2.380)

=

∫

V1

f̄ dv (2.381)

L̄ =

∮

S1

r̄ × (n̄ · T̄ ) ds (2.382)
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=

∫

V1

r̄ × f̄ dv (2.383)

Volgens (2.376)-(2.378) wordt de spanningstensor T̄ ook gebruikt voor de bepaling van de krachten-
verdeling en dus toegepast in het magnetisch materiaal. In de literatuur, bijvoorbeeld in [Ren 94b],
spreekt men hierbij van een lokale toepassing van de spanningen van Maxwell.

Indien het materiaal bovendien stroomvrij is (J̄ = 0), is de magnetische krachtdichtheid volgens
(2.376) nul in homogeen lineair materiaal aangezien µ constant is zodat ∇̄µ = 0. De magnetische
krachtwerking herleidt zich in dit geval tot een oppervlaktekracht op scheidingsoppervlakken tussen
twee verschillende materialen waar ∇̄µ een singulariteit vertoont. Deze oppervlaktekracht kan
worden bepaald door het verschil te beschouwen van de spanning n̄ · T̄ aan beide zijden van het
scheidingsoppervlak zoals in Appendix A wordt toegelicht en toegepast voor het bepalen van de
zgn. spanningen op randoppervlakken. Voor een scheidingsoppervlak tussen een materiaal met
permeabiliteit µ en een niet-magnetisch materiaal (met permeabiliteit µ0) bekomt men op basis
van (2.378) de volgende uitdrukkingen van de oppervlaktekracht:

T̄ (n̄) = n̄ · T̄ ′ − n̄ · T̄ (2.384)

= B′

nH̄ ′ − 1

2
B′H ′n̄ −

(

BnH̄ − 1

2
BHn̄

)

(2.385)

=

[

Bn(H ′

n − Hn) − 1

2
(B′H ′ − BH)

]

n̄ (2.386)

=
1

2

[(

1

µ0
− 1

µ

)

B2
n − (µ0 − µ) H2

t

]

n̄ (2.387)

=
1

2
(µ − µ0)H̄

′ · H̄n̄ (2.388)

waarbij de grootheden aangeduid met een accent betrekking hebben op het niet-magnetisch mate-
riaal en die zonder accent op het magnetisch materiaal. In de literatuur worden deze oppervlakte-
krachten veelvuldig besproken en toegepast, bijvoorbeeld (2.387) in [Ren 94b] en (2.385) en (2.388)
in [Reyne 87]. We merken op dat de spanning op het randoppervlak T̄ (n̄) enkel een normaalcom-
ponent bevat.

De aard van de bekomen krachtenverdeling, nl. een normaalspanning op de rand, kan een-
voudig afgeleid worden van de gevolgde werkwijze bij toepassing van het principe van de virtuele
arbeid. Bij een virtuele verplaatsing van een (infinitesimaal) volume binnen het lineair, isotroop
en homogeen materiaal waarbij het omliggende materiaal wel vervormt maar waarbij de permeabi-
liteit niet afhangt van de massadichtheid is er vanuit magnetisch oogpunt geen enkele verandering
waar te nemen. Er is bijgevolg geen variatie van de magnetische energie en dus geen magnetische
krachtdichtheid in het materiaal. Bij een virtuele verplaatsing van het randoppervlak volgens de
richting van de buitennormale wordt er als het ware niet-magnetisch materiaal (met permeabiliteit
µ0) vervangen door magnetisch materiaal (met permeabiliteit µ)7, zodat er een verandering van
de magnetische energie optreedt wat resulteert in een magnetische normaalspanning. De gevolgde
werkwijze en het bekomen resultaat illustreren de twijfelachtige theoretische achtergrond van de
methode zodat men bezwaarlijk kan stellen dat de lokale toepassing van het principe van de virtuele
arbeid tot de ’ware’ krachtenverdeling in gemagnetiseerd materiaal leidt hoewel soms het tegendeel
wordt beweerd: ’The local application of the virtual work principle appears to be the most correct
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approach’ [Reyne 88a]. De bekomen krachtenverdeling moet mijns inziens eerder beschouwd wor-
den als één van de krachtdichtheden die toelaten de totale kracht en het totaal moment volgens
(2.380)-(2.383) te bepalen.

Het principe van de virtuele arbeid wordt ook toegepast voor de berekening van de krach-
tenverdeling in niet-lineaire materialen wat de volgende krachtdichtheid oplevert, zie bijvoorbeeld
[Carter 65], [Reyne 87] en [Henneberger 92b]:

f̄ = J̄ × B̄ − 1

2

∫ H

0
H∇̄µ dH (2.389)

= ∇̄ · T̄ (2.390)

met

T̄ = B̄H̄ −
H
∫

0

µH dH Ī (2.391)

= B̄H̄ −
H
∫

0

B dH Ī (2.392)

= B̄H̄ − wco Ī (2.393)

waarbij de coënergiedichtheid wco als volgt gedefinieerd is:

wco =

∫ H

0
B dH (2.394)

In [Aronson 89] komt men evenwel tot een andere spanningstensor T̄ , de zgn. niet-lineaire
spanningstensor van Maxwell, nl.

T̄ = B̄H̄ −
B
∫

0

H dB Ī (2.395)

= B̄H̄ − w (2.396)

met w de magnetostatische energiedichtheid gegeven door:

w =

B
∫

0

H dB (2.397)

Bij lineair materiaal herleiden beide tensoren (2.391) en (2.396) zich tot de hoger vermelde
tensor (2.378).

7In de literatuur (bijvoorbeeld [Reyne 87] en [Ren 94b]) associeert men de bekomen krachtdichtheid waarbij de
verandering van de permeabiliteit met de massadichtheid niet wordt beschouwd met de magnetische krachtdichtheid
in ’onsamendrukbaar materiaal’. Bij de bepaling van de kracht op de randoppervlakken door een virtuele verplaatsing
van de rand wordt echter het materiaal onder het oppervlak wel degelijk uitgerekt of samengedrukt.
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Volgens zowel (2.391) als (2.396) wordt de magnetische krachtdichtheid bij niet-lineaire mate-
rialen niet alleen bepaald door het H- en het B-veld, en dus mede door de constitutieve wet (B-
H-karakteristiek) in het beschouwde werkingspunt, maar ook door de waarde van de magnetische
(co)energiedichtheid, en hangt zij dus af van de doorlopen B-H-karakteristiek tijdens het magne-
tisatieproces. Dit is te verklaren door het feit dat er bij de beschouwde virtuele verplaatsingen als
het ware een uitwisseling van materiaal in verschillende verzadigingstoestanden (verschillende per-
meabiliteit µ) plaatsvindt, net als bij de verplaatsing van het randoppervlak waar niet-magnetisch
door magnetisch materiaal vervangen wordt.

Zoals reeds vermeld wordt eventueel de afhankelijkheid van de permeabiliteit met de massa-
dichtheid in rekening gebracht. Het deel van de magnetische krachtdichtheid dat te wijten is aan
de massadichtheid-afhankelijkheid van de permeabiliteit, wordt hierbij de magnetostrictiekracht-
dichtheid genoemd [Woodson 68].

In het lineair geval bekomt men de volgende krachtdichtheid volgens [Woodson 68]:

f̄ = J̄ × B̄ − 1

2
H2∇̄µ + ∇̄ ·

(

1

2
H2 ∂µ

∂̺
̺

)

(2.398)

= ∇̄ · T̄ (2.399)

met

T̄ = B̄H̄ − 1

2
B̄ · H̄Ī +

1

2
H2 ∂µ

∂̺
̺Ī (2.400)

terwijl voor niet-lineair materiaal de krachtdichtheid afgeleid wordt van de volgende tensor T̄
[Reyne 87]:

T̄ = B̄H̄ −
H
∫

0

(

µ −
(

∂µ

∂̺

)

̺

)

H dH Ī (2.401)

In [Reyne 87] wordt één van de meest voor de hand liggende mogelijkheden voor ∂µ
∂̺

besproken
waarbij enkel lineair materiaal wordt beschouwd. Men veronderstelt dat de magnetische suscepti-
biliteit χ, die de magnetisatie M̄ (magnetische moment per volume-eenheid) bepaalt in functie van
het H̄-veld volgens

M̄ = χH̄ , (2.402)

evenredig is met de massadichtheid, m.a.w. met het aantal magnetische dipolen per volume-eenheid.
Uit

µ = µ0(1 + χ) , (2.403)

waarbij χ evenredig is met ̺, volgt:

dµ

d̺
= µ0

χ

̺
= constant (2.404)
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De krachtdichtheid en de bijbehorende spanningstensor (2.400) voor lineaire materialen worden
in dit geval gegeven door:

f̄ = J̄ × B̄ +
1

2
µ0χ∇̄

(

H2
)

(2.405)

= ∇̄ · T̄ (2.406)

met

T̄ = B̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī (2.407)

We merken op dat deze tensor (2.407) gelijk is aan de tensor T̄ c. De bekomen krachtdichtheid

f̄ = ∇̄ · T̄ (2.408)

= ∇̄ · T̄ c (2.409)

= f̄c (2.410)

en de bijbehorende spanning op randoppervlakken

T̄ = T̄c (2.411)

komen dus overeen met de in §2.5.7 gedefinieerde (fictieve) elektromagnetische krachtdichtheid
f̄em (2.345) en spanning op randoppervlakken T̄em (2.347) voor het geval ᾱc = 0. Volgens de
constitutieve wet (2.251) is er bij ᾱc = 0 een éénduidig verband tussen H̄ en M̄s, het magnetisch
moment per massa-eenheid:

H̄ = H̄0(M̄s) (2.412)

Dit komt overeen met de vooropgestelde evenredigheid tussen de susceptibiliteit χ en de massa-
dichtheid ̺. Inderdaad, als χ evenredig is met ̺ volgt uit (2.402) dat het verband tussen M̄

̺
= M̄s

en H̄ niet van ̺ afhangt, wat overeenkomt met (2.412).

Naast de krachtdichtheden afgeleid van het principe van de virtuele arbeid worden in de lite-
ratuur ook de (fictieve) krachtenverdelingen die afgeleid zijn van het Chu- of het Ampère-model,
beschouwd, In [Kabashima 88] en [Henneberger 92a] wordt bijvoorbeeld de krachtwerking op de
magnetiseringsstroom J̄m, m.a.w. de krachtdichtheid f̄a′ en spanning T̄a′ , aangewend, terwijl men
in [Hirsinger 95] uitgaat van de fictieve kracht- en koppeldichtheid f̄a en c̄a.

Naast de hier vermelde magnetische krachtdichtheden worden in de literatuur nog tal van me-
thodes voor de berekening van zowel de totale krachten en momenten als de krachtenverdeling
beschreven en met elkaar vergeleken, zoals bijvoorbeeld in [Carpenter 60] en [Müller 90].

2.7 Besluit

In dit hoofdstuk werd een methode ontwikkeld voor de bepaling van de vervorming van gemagneti-
seerd materiaal. Hierbij worden de magnetische en elastische tesamen behandeld zodat we tot een
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stelsel magneto-elastische vergelijkingen komen. Deze vergelijkingen kunnen zowel in een Chu- als
een Ampére-formulering uitgedrukt worden, waarbij beide formuleringen volkomen equivalent zijn.
De magnetische en de elastische vergelijkingen zijn ondermeer gekoppeld via de constitutieve wet-
ten, die experimenteel bepaald moeten worden. Indien men echter niet over dergelijke experimentele
gegevens beschikt, kan men zich eventueel beperken tot het bepalen van de vervorming ten gevolge
van enkel de magnetische langeafstandskrachten. Deze vervorming kan berekend worden aan de
hand van een (fictieve) elektromagnetische krachtdichtheid f̄em (2.370), een koppeldichtheid c̄em

(2.374) en een spanning op randoppervlakken T̄em (2.373) die afgeleid zijn van de spanningstensor
T̄ em (2.368).
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Hoofdstuk 3

Berekening van de magnetische

krachtenverdeling en de vervorming in

inductiemachines met behulp van de

eindige-elementenmethode

3.1 Berekeningsmethodes

In dit hoofdstuk wordt de berekeningsmethode voor de vervorming ten gevolge van de magneti-
sche langeafstandskrachtwerking, zoals uiteengezet in §2.5.8, toegepast op een inductiemachine met
behulp van de tweedimensionale eindige-elementenmethode.

De magnetische langeafstandskrachtwerking kan beschreven worden aan de hand van de elek-
tromagnetische spanningstensor T̄ em, gegeven door (2.368):

T̄ em = T̄ c +
µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄ (3.1)

= B̄H̄ − µ0

2
H2Ī +

µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄ (3.2)

De (fictieve) elektromagnetische krachtdichtheid f̄em en de spanning op randoppervlakken T̄em

die met deze tensor overeenstemmen worden respectievelijk gegeven door (2.370) en (2.373):

f̄em = ∇̄ · T̄ em (3.3)

= ∇̄ ·
(

T̄ c +
µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄

)

(3.4)

= ∇̄ ·
(

B̄H̄ − µ0

2
H2Ī +

µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄

)

(3.5)

en

T̄em(n̄) = T̄c − n̄ ·
(

µ0

10
M2Ī +

µ0

5
M̄M̄

)

(3.6)
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=
µ0

2
M2

nn̄ − µ0

10
M2n̄ − µ0

5
MnM̄ (3.7)

We beschouwen hier enkel isotroop, niet-hysteretisch materiaal. In dit geval zijn de velden B̄,
H̄ en M̄ evenwijdig zodat de koppeldichtheid c̄em (2.374) nul is:

c̄em = M̄ × B̄ = 0 (3.8)

Verder nemen we aan dat de vervormingen voldoende klein zijn zodat de invloed van de ver-
vorming op de (magnetische) constitutieve wet (2.375) verwaarloosbaar is. We kunnen bijgevolg
gebruik maken van de ’klassieke’ constitutieve wetten

B̄ = µ(H̄)H̄ (3.9)

of

H̄ = ν(B̄)B̄ (3.10)

waarbij, wegens de veronderstelde isotropie, de permeabiliteit µ en de reluctiviteit ν scalaire groot-
heden zijn.

De magnetische velden en de fictieve magnetische krachtenverdeling worden berekend voor de
onvervormde toestand van de machine.

Uitgaande van de fictieve magnetische krachtenverdeling kan dan de vervorming worden bere-
kend aan de hand van de elastische vergelijkingen (2.354)-(2.357). We beschouwen hierbij enkel het
statisch geval, zodat de versnelling nul is (ā = 0). Verder beschouwen we geen uitwendige krachten
die op de machine inwerken (f̄u = 0 en T̄u = 0). Aangezien er geen koppeldichtheid optreedt, is
de tensor τ̄ symmetrisch (M̄H̄ − H̄M̄ = 0). Onder deze omstandigheden worden de vergelijkingen
(2.354)-(2.357) herleid tot de vergelijkingen van de klassieke elasticiteitsleer:

f̄em + ∇̄ · τ̄ = 0 in het materiaal (3.11)

n̄ · τ̄ = T̄em op de rand (3.12)

τ̄ = ε̄ : Ē (3.13)

ε̄ = (∇̄ū)s (3.14)

De magnetische veld- en krachtenberekening enerzijds en de (elastische) berekening van de
vervormingen anderzijds zijn in het beschouwde geval ontkoppeld. De berekeningsmethode kunnen
we bijgevolg als volgt samenvatten. We beschouwen een gegeven elektrische stroomverdeling J̄ .
Met behulp van de wetten van Maxwell (2.258)-(2.260), de constitutieve wet (3.9) of (3.10), en
de magnetische randvoorwaarden worden de velden H̄, B̄ en M̄ berekend. Hieruit worden de
fictieve magnetische krachtdichtheid f̄em en de spanning op randoppervlakken T̄em bepaald volgens
respectievelijk (3.5) en (3.7). Tenslotte worden de vervormingen (de rektensor ε̄ en de verplaatsing
ū) en de spanningstensor τ̄ berekend aan de hand van de elastische vergelijkingen (3.11)-(3.14) en
de mechanische randvoorwaarden.
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Aan de hand van de tensor τ̄ en de elektromagnetische spanning T̄em kan de spanning τ̄(n̄),
m.a.w. de korteafstandskrachtwerking die van zuiver mechanische aard wordt verondersteld (zie
§2.5.8), bepaald worden. Deze spanning τ̄(n̄) op een oppervlak met buitennormale n̄ in een bepaald
punt wordt gegeven door:

τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ − T̄em(n̄) (3.15)

De in §2.5.8 gevolgde redenering impliceert dat de spanning −T̄em(n̄) geen bijdrage levert tot
de vervorming in het beschouwde punt. De spanningstoestand in een punt kan dus (benaderend)
weergegeven worden aan de hand van de spanningstensor τ̄ .

De hierboven beschreven methode steunende op de fictieve krachtenverdeling (3.5)-(3.7) wordt
verder aangeduid met ’methode 1’.

Deze berekeningsmethode wordt tevens vergeleken met een methode beschreven in de literatuur,
nl. de lokale toepassing van het principe van de virtuele arbeid waarbij de permeabiliteit µ evenredig
is met de massadichtheid ̺. Bij lineaire materialen komt deze methode overeen met het bepalen van
de krachtenverdeling aan de hand van de tensor T̄ c zoals in §2.6 besproken. Deze methode, verder
aangeduid met ’methode 2’, kan echter ook toegepast worden op niet-lineair materiaal. We zullen
hierbij rechtstreeks het principe van de virtuele arbeid toepassen, d.w.z. zonder gebruik te maken
van een magnetische krachtdichtheid f̄ die afgeleid is van het principe van de virtuele arbeid, zoals
verder wordt verduidelijkt.

Beide methodes worden gëımplementeerd met behulp van de eindige-elementenmethode zoals
kort wordt besproken in de volgende paragraaf.

3.2 De eindige-elementenmethode

De eindige-elementenmethode wordt veelvuldig aangewend voor magnetische veldberekeningen zo-
dat we op dit aspect van de berekeningsmethode niet verder ingaan.

De krachtenverdeling wordt in de eindige-elementenmethode weergegeven door middel van
krachten die aangrijpen in de knopen van de eindige-elementenvermazing, de zgn. knooppunts-
krachten.

Voor de twee methodes worden deze knooppuntskrachten op een verschillende wijze bepaald:

• Methode 1.

Bij deze methode worden de knooppuntskrachten afgeleid van de fictieve elektromagnetische
krachtdichtheid f̄em. In het tweedimensionaal geval wordt de knooppuntskracht in knoop i
bepaald op basis van de krachtdichtheid f̄em(x, y) en de interpolatiefunctie Ni(x, y) horende
bij de i-de knoop:

F̄i =

∫

S
Ni(x, y)f̄em(x, y) ds (3.16)

waarbij S het tweedimensionale domein is dat met behulp van eindige elementen wordt ge-
modelleerd.
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Voor de praktische implementatie wordt (3.16) verder uitgewerkt afhankelijk van de gebruikte
interpolatiefuncties Ni(x, y). Bij lineaire interpolatiefuncties kunnen de knooppuntskrachten
bijvoorbeeld bepaald worden aan de hand van de spanningen n̄ · T̄ em op de zijden van de
eindige-elementenvermazing.

Voor meer bijzonderheden over het bepalen van knooppuntskrachten in het algemeen en meer
specifiek in het geval van de magnetische krachtdichtheid f̄em bij lineaire interpolatiefuncties
verwijzen we naar [Heemers 95] en [Verhegghe].

• Methode 2.

De tweede methode steunt op de lokale toepassing van het principe van de virtuele arbeid.
De knooppuntskracht in knoop i wordt hierbij bepaald door het beschouwen van een virtuele
verplaatsing dui van de knoop en de daardoor veroorzaakte verandering van de magnetosta-
tische energie of van de coënergie, naargelang men de flux of de stroom constant houdt, zoals
uiteengezet in Appendix C. Bij constante stroomverdeling J̄ wordt de knooppuntskracht dus
als volgt bepaald:

F̄i =
dWco

dūi J̄=cst.
(3.17)

De knooppuntskrachten worden hierbij berekend door het zgn. direct afleiden van de coënergie
naar de verplaatsing van de knoop, en niet door twee veldberekeningen uit te voeren voor
twee posities van de knoop en het verschil in coënergie te berekenen.

De techniek van het afleiden van de coënergie naar de verplaatsing in de eindige-elementen-
methode wordt uiteengezet in [Coulomb 83, Coulomb 84], waar het wordt toegepast voor het
berekenen van de totale kracht en het totaal moment op een lichaam. In [Ren 92a, Ren 92b]
wordt deze werkwijze ook toegepast voor het bepalen van de krachtenverdeling.

Bij de verplaatsing van een knoop vervormen de elementen waarvan de knoop deel uitmaakt,
zodat hun massadichtheid verandert. Bij het berekenen van de afgeleide van de coënergie
houden we hiermee rekening waarbij aangenomen wordt dat, zoals reeds vermeld, de perme-
abiliteit evenredig is met de massadichtheid.

Voor de praktische berekening van de knooppuntskrachten waarbij de variatie van de perme-
abiliteit met de vervorming in rekening wordt gebracht verwijzen we naar [Heemers 95].

Voor beide methodes worden dan op basis van de knooppuntskrachten de rekken ε̄ , de verplaat-
sing ū en de spanningen τ̄ berekend met behulp van de eindige-elementenmethode, zoals uiteengezet
in [Verhegghe].

3.3 Resultaten

We beschouwen een tweedimensionaal eindige-elementenmodel van een dwarsdoorsnede van een
vierpolige inductiemachine met kooianker.

Figuur 3.1 stelt de berekende fluxverdeling voor bij de gegeven stroom.

Voor de elastische berekeningen maken we gebruik van de eindige-elementenvermazing van de
veldberekeningen, waarbij we echter enkel de magnetische krachten en de vervorming in de sta-
torblik beschouwen. Het statorhuis en de statorwikkelingen worden hierbij niet in het mechanisch
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model opgenomen. Dit vereenvoudigd mechanisch model laat ons echter toe de vervorming van een
inductiemachine ten gevolge van de magnetische krachtwerking te illustreren en de twee methodes
met elkaar te vergelijken.

Figuur 3.1: Fluxplot

In Figuur 3.2 worden de krachtenverdelingen volgens de twee methodes voorgesteld en tevens de
daaruitvolgende vervormingen, uiteraard sterk vergroot (met een factor 6500). Hieruit blijkt dat de
krachtenverdeling volgens de twee methodes totaal verschillend is, terwijl de vervorming gelijkaardig
is. Het verschil tussen beide krachtenverdelingen wordt duidelijk gëıllustreerd in Figuren 3.3 en
3.4. Bij methode 2 bestaat de krachtwerking bijna uitsluitend uit een trekspanning uitgeoefend op
de tandtoppen terwijl bij methode 1 de krachtwerking verspreid is over het volledige magnetisch
materiaal.

Uit Figuur 3.5 blijkt dat de knooppuntskrachten berekend op basis van de fictieve magnetische
krachtdichtheid volgens methode 1 benaderend gericht zijn naar het krommingsmiddelpunt van
de veldlijnen. De magnetische krachtwerking tracht als het ware het magnetisch materiaal te
verplaatsen zodat de veldlijnen zouden verkorten of, m.a.w. zodat de magnetische weerstand (de
reluctantie) van het magnetische circuit zou verkleinen.

De spanningstensor τ̄ kan voorgesteld worden door middel van de spanningen volgens de hoofd-
richtingen τ1 en τ2 in de elementen van de eindige-elementenvermazing. Omdat we gebruik hebben
gemaakt van lineaire interpolatiefuncties is de spanningstoestand in ieder element constant. Voor
de voorstelling van de spanningen volgens de hoofdrichtingen maken we gebruik van de conven-
tie die gëıllustreerd wordt in Figuur 3.6 voor een positieve τ1 (trekspanning) en een negatieve τ2

(drukspanning).

In Figuren (3.7) en (3.8) wordt de spanningstensor τ̄ voorgesteld berekend volgens de twee
methodes. Het verschil tussen beide methodes is vooral duidelijk merkbaar in de tanden. Wegens
de magnetische spanning uitgeoefend op de tandtoppen volgens methode 2 (zie Figuur 3.4) ontstaat
er volgens deze methode in de tanden een belangrijke trekspanning in de langsrichting van de tanden.
Volgens methode 1 zijn de tanden echter nagenoeg spanningsvrij.
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a. Methode 1 b. Methode 2

Figuur 3.2: Krachtenverdeling en vervorming volgens beide methodes

Dit verschil kan verder gëıllustreerd worden door de vervorming (de rektensor ε̄ ), die wordt
weergegeven aan de hand van de rek volgens de hoofdrichtingen, volgens dezelfde conventie als
bij de spanningen. Uit Figuren (3.9) en (3.10) blijkt dat bij methode 1 de rek in de tanden te
verwaarlozen is ten opzichte van de rek in het juk, terwijl er bij methode 2 een belangrijke rek in
de langsrichting van de tanden optreedt.

Tenslotte worden in Figuren 3.11 en 3.12 de radiale en tangentiale verplaatsing van het sta-
toroppervlak volgens de twee methodes met elkaar vergeleken. Wat de radiale verplaatsing betreft
bestaat het verschil uit een nagenoeg constante verplaatsing over de omtrek. Volgens methode 1 is
er een grotere ı̈nkrimping”van de stator dan bij methode 2.

De radiale verplaatsing vertoont naast de duidelijke componenten van nulde en van vierde orde
ook een component van tweede orde, zoals blijkt uit Figuur 3.13 waarin de amplitudes van de
Fourier-componenten van de radiale verplaatsing zijn voorgesteld.

De componenten van nulde orde (constante verplaatsing over de omtrek) en van vierde orde
kunnen direct verklaard worden aan de hand van de krachtenverdeling van de vierpolige machine
voorgesteld in Figuur 3.2b. Deze componenten worden dus rechtstreeks veroorzaakt door het hoofd-
veld. De verplaatsing van tweede orde kan verklaard worden door het gleufeffect. De beschouwde
inductiemachine heeft 36 stator- en 34 rotorgleuven. Aan de hand van de draaiveldtheorie kan
men eenvoudig aantonen dat door het gleufeffect een krachtgolf ontstaat met als orde het verschil
tussen het aantal stator- en rotorgleuven, in dit geval dus een krachtgolf van tweede orde. Bij de
tangentiale verplaatsing overheerst zelfs de component van tweede orde, zoals blijkt uit Figuur 3.12.
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Figuur 3.3: Krachtenverdeling volgens methode 1

Figuur 3.4: Krachtenverdeling volgens methode 2
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Figuur 3.5: Detail van de krachtenverdeling volgens methode 1

�1�2 �2 < 0�1 > 0
Figuur 3.6: Voorstelling van de spanningstensor
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Figuur 3.7: Spanning volgens de hoofdrichtingen volgens methode 1
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Figuur 3.8: Spanning volgens de hoofdrichtingen volgens methode 2
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Figuur 3.9: Rek volgens de hoofdrichtingen volgens methode 1
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Figuur 3.10: Rek volgens de hoofdrichtingen volgens methode 2
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radiale verplaatsing methode 1methode 2
Figuur 3.11: Radiale verplaatsing van het statoroppervlak

0 100 200 300 400 graden-0.10.00.1�m
�

tangentiale verplaatsing methode 1methode 2
Figuur 3.12: Tangentiale verplaatsing van het statoroppervlak
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Figuur 3.13: Fourier-componenten van de radiale verplaatsing van het statoroppervlak

3.4 Besluit

In dit hoofdstuk werd de berekeningsmethode voor het bepalen van de vervorming ten gevolge van
de magnetische langeafstandskrachtwerking die in vorig hoofdstuk werd afgeleid toegepast op een
inductiemachine en vergeleken met een methode steunende op de lokale toepassing van het principe
van de virtuele arbeid die in de literatuur veelvuldig wordt aangewend.

Hierbij blijkt dat er, naast de totaal verschillende krachtenverdeling die beide methodes ople-
veren, vooral een verschil optreedt wat betreft de spanning en de rek in de statortanden en wat
betreft de gemiddelde radiale verplaatsing van het statoroppervlak (de component van nulde orde).

De hier voorgestelde berekeningsmethode die steunt op de eindige-elementenmethode kan verder
uitgebreid worden naar het dynamische geval waarbij het tijdsverloop van de velden, de krachten en
de vervormingen en door Fourier-ontbinding ook de frequentiecomponenten van deze grootheden,
kunnen worden bepaald.

Verder onderzoek op dit gebied moet uitmaken of, door het feit dat bij de twee methodes
de krachten duidelijk verschillend verdeeld zijn over het statorblik, de dynamische vervormingen,
m.a.w. de trillingen, significante verschillen vertonen voor beide methodes.
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Hoofdstuk 4

Magnetische krachten in

inductiemachines -

berekeningsmethode met behulp van

een netwerkmodel

4.1 Inleiding

In dit hoofdstuk wordt de magnetische krachtwerking in inductiemachines en haar rol bij de produc-
tie van geluid en trillingen behandeld. Als uitgangspunt hiervoor is er nood aan een doeltreffend
model voor het berekenen van de magnetische velden in de betreffende machines, teneinde de
exciterende magnetische krachten te kunnen berekenen en analyseren. Voor magnetische veldbere-
keningen in het algemeen en voor veldberekeningen in draaiveldmachines, zoals inductiemachines,
in het bijzonder zijn er tal van analytische en numerieke methodes beschreven in de literatuur.
Principieel kan men deze methodes indelen naargelang de aangewende discretisatie in zowel de tijd
als de ruimte om het veldprobleem te beschrijven. We vermelden hier kort enkele mogelijke tijds-
en ruimtediscretisaties :

1. tijdsdiscretisaties
In het tijdsdomein wordt het verloop van een grootheid numeriek beschreven aan de hand
van de waarde van de grootheid op een reeks tijdstippen. De waarde van de grootheid in een
willekeurig tijdstip kan dan door interpolatie bepaald worden.
In het frequentiedomein daarentegen wordt het tijdsverloop beschreven aan de hand van een
aantal discrete frequenties. De waarde van een grootheid op een willekeurig tijdstip is dan
gelijk aan de som van de waarden van iedere frequentiecomponent op dat tijdstip.

2. ruimtediscretisaties
Om het verloop van een grootheid in de ruimte te beschrijven kan men de waarde in een
discreet aantal punten beschouwen waarbij de waarde in een willekeurig punt van de ruimte
bekomen wordt door interpolatie. Een voorbeeld hiervan is de eindige-elementenmethode.
Voor (bijvoorveeld) elektromagnetische systemen kan men het verloop van de stromen en de
velden ook benaderen door middel van stroom- en fluxbuizen om tot een netwerkmodel met
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geconcentreerde elementen te komen. Voor ruimtelijk periodieke systemen zoals bijvoorbeeld
de luchtspleet van een draaiveldmachine kan men het ruimtelijk verloop van een grootheid,
in casu het luchtspleetveld, beschrijven door middel van een reeks golven met verschillende
ordes.

Afhankelijk van de probleemstelling moet men bijgevolg een geschikte keuze maken voor de nu-
merieke beschrijving van het magnetisch veldprobleem, m.a.w. voor de tijds- en ruimtediscretisatie,
en de daarbijhorende oplossingsmethode.

Voor veldberekeningen met het oog op het berekenen van de magnetische krachtwerking voor
de analyse van geluid en trillingen bij elektrische machines is het noodzakelijk dat men alle effecten
die bijdragen tot het geluids- en trillingsspectrum in rekening brengt. De gekozen tijdsdiscretisatie
moet hierbij de relevante frequenties van de magnetische krachtwerking - met betrekking tot de
geluidsproductie zijn dit de hoorbare frequenties - kunnen beschrijven.

In het vorige hoofdstuk werd de bepaling van de magnetische velden, de (fictieve) magnetische
krachtenverdeling en de daaruitvolgende vervorming van de stator aan de hand van de eindige-
elementenmethode behandeld. Hierbij werd enkel het statisch geval beschouwd, waarbij de stro-
men in stator en rotor gegeven zijn. Door koppeling van het eindige-elementenmodel voor de
veldberekening met een elektrisch netwerk, zoals bijvoorbeeld beschreven in [Lombard 93], kunnen
eveneens dynamische simulaties worden uitgevoerd in het tijdsdomein (time-stepping). Deze dy-
namische simulaties kunnen echter een zeer aanzienlijke rekentijd vergen. Ten eerste kan een zeer
groot aantal tijdsstappen vereist zijn om de relevante frequenties van de magnetische krachten weer
te geven. In het bijzonder bij inductiemachines, kunnen er wegens de slip frequenties voorkomen
die zeer weinig van elkaar verschillen. Om onderscheid te kunnen maken tussen deze naburige
frequenties is een lange simulatieperiode nodig. Er kunnen eveneens vrij hoge frequenties voor-
komen, vooral bij invertorvoeding, wat voor simulaties in het tijdsdomein resulteert in een kleine
tijdsstap. Het aantal tijdsstappen nodig om zowel de naburige frequenties als de hogere frequen-
ties nauwkeurig te modelleren, aangevuld met de tijdsstappen die men nodig heeft vooraleer de
overgangsverschijnselen zijn uitgestorven, kan dus hoog oplopen. Ten tweede kan men te maken
hebben met een groot aantal vrijheidsgraden van het magnetisch model (d.i. het aantal knopen van
de eindige-elementenvermazing). Bij tweedimensionale eindige-elementensimulaties wordt veelal
gebruik gemaakt van symmetrievoorwaarden waardoor men slechts één poolpaar of één pool i.p.v.
de volledige doorsnede van de machine dient te beschouwen zodat het aantal onbekenden van het
op te lossen stelsel aanzienlijk gereduceerd wordt. Voor de productie van geluid en trillingen echter,
kan excentriciteit van de rotor een zeer belangrijke rol spelen, zoals in volgend hoofdstuk wordt
gëıllustreerd. Bij excentriciteit van de rotor gaat de symmetrie verloren zodat men de volledige
doorsnede van de machine moet modelleren.

De eindige-elementenmethode met time-stepping wordt bijvoorbeeld toegepast in [Witczak 96]
waarbij men gebruik maakt van symmetrie om de rekentijd te beperken. De magnetische krachten
op de tanden worden dan door middel van een Fourier-analyse ontbonden in componenten met
verschillende frequenties en ordes. Wegens de gebruikte symmetrie is deze methode enkel bruikbaar
als men geen excentriciteit beschouwt.

Een andere veel toegepaste methode voor het berekenen van de magnetische velden en de daar-
uitvolgende krachtwerking in inductiemachines steunt op de draaiveldtheorie en op de spanningen
van Maxwell in de luchtspleet. Het luchtspleetveld wordt hierbij bepaald aan de hand van het
product van de m.m.k.-golven, die de stroomverdeling in stator en rotor weergeven, en de per-
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meantiegolven die de effecten van het gegleufd zijn van stator en rotor, van excentriciteit en van
verzadiging in rekening brengen. Op deze manier kunnen de verschillende factoren die van belang
zijn voor de productie van geluid en trillingen in de berekeningsmethode worden opgenomen. De
magnetische krachten, bepaald met behulp van de spanningen van Maxwell, worden net als het
luchtspleetveld beschreven als loopgolven in de luchtspleet met verschillende frequenties en ordes.
Deze methode wordt veelal aangewend om de verschillende componenten (frequenties en ordes) van
de exciterende magnetische krachten te bepalen om aldus het frequentiespectrum van het geluid
en de trillingen te voorspellen zonder echter de amplitude van de krachtgolven te berekenen, zoals
bijvoorbeeld in [Yang 81]. In onder andere [Verma 94], [Vandevelde 94b] en [Yacamini 95] wordt de
methode aangewend om de componenten van de magnetische krachten ook kwantitatief te bepalen.
De berekeningsmethode steunend op m.m.k.- en permeantiegolven levert uiteraard slechts een zeer
benaderend model van de inductiemachine, zeker in vergelijking met de eindige-elementenmethode.

In dit hoofdstuk wordt een berekeningsmethode beschreven die steunt op een gekoppeld magnetisch-
elektrisch netwerk. Door middel van een magnetisch netwerkmodel kan het magnetisch veldpro-
bleem beduidend nauwkeuriger beschreven worden dan met de m.m.k.- en permeantiegolven van de
draaiveldtheorie, zonder evenwel de nauwkeurigheid van een eindige-elementenmodel te bereiken.
De berekeningsmethode is verder ontwikkeld in het frequentie-orde-domein, zoals de draaiveldthe-
orie. Dit betekent dat het tijdsverloop van de grootheden door middel van het frequentiespectrum
en de ruimtelijke verdeling door middel van componenten van verschillende ordes wordt weergege-
ven, zoals verder wordt uiteengezet. De berekeningsmethode levert bijgevolg direct de verschillende
componenten (frequenties, ordes en amplitudes) van de magnetische krachten, wat een voordeel is
ten opzichte van berekeningsmethodes in het tijdsdomein. Als voorbeeld van het gebruik van een
netwerkmodel voor de veld- en krachtberekening aan de hand van een netwerkmodel in het tijds-
domein kunnen we [Ostović 95] vermelden. Een netwerkmodel in het frequentie-orde-domein voor
het berekenen van de magnetische velden en de magnetische krachten werd, voor zover mij bekend,
nog niet beschreven in de literatuur.

4.2 Gekoppeld magnetisch-elektrisch netwerkmodel in het frequen-

tie-orde-domein

In deze paragraaf wordt het principe van het gekoppeld magnetisch-elektrisch netwerkmodel in het
frequentie-orde-domein voor het berekenen van de magnetische velden in een inductiemachine kort
toegelicht.

Voor de opbouw van het magnetisch netwerk wordt iedere stator- en rotortand en ieder juk-
segment tussen twee tanden beschouwd als een fluxbuis. De magnetische inductie B in het stator-
en rotorblik wordt hierbij benaderend beschreven aan de hand van de totale flux door de tanden
en juksegmenten. De magnetische veldsterkte H wordt beschreven door middel van de scalaire
magnetische potentiaal U , meer bepaald door de potentiaalval ∆U over de fluxbuizen die gelijk is
aan de lijnintegraal van H over de betreffende fluxbuis. De fluxbuizen worden in het magnetisch
netwerkmodel voorgesteld door middel van reluctanties zoals weergegeven in Figuur 4.1. Wegens
de niet-lineaire B-H-karakteristiek van het stator- en rotorblik hebben deze reluctanties een niet-
lineaire karakteristiek.

In de hier beschreven methode worden de velden ontbonden in frequentiecomponenten. We
beschouwen nu een inductiemachine gevoed door het net. Door verzadiging komen er naast de
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Figuur 4.1: Voorstelling van de tanden en het juk door reluctanties
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grondfrequentie (50 Hz) ook oneven harmonischen in de magnetische inductie voor, bijvoorbeeld
een derde harmonische (150 Hz). In Figuren 4.2 en 4.3 worden de fluxpatronen van de grondgolf
en van de derde harmonische component op een bepaald ogenblik weergegeven, berekend met
de eindige-elementenmethode. Deze componenten van het veld kunnen berekend worden aan de
hand van de eindige-elementenmethode in het frequentiedomein, zoals bijvoorbeeld beschreven in
[Vandevelde 94a], of door een Fourier-ontwikkeling van het fluxpatroon berekend in het tijdsdomein.
Uit deze figuren blijkt dat het benaderen van het magnetische fluxpatroon door fluxbuizen, en
dus door reluctanties, voor de harmonische velden duidelijk minder nauwkeurig is dan voor het
hoofdveld, zeker voor wat het fluxpatroon in het juk betreft.

Nadat we het stator- en rotorblik door reluctanties hebben voorgesteld, wordt het netwerk-
model verder aangevuld om uiteindelijk te komen tot de magnetische netwerkvoorstelling van de
inductiemachine weergegeven in Figuur 4.4.

Het magnetisch netwerk is opgebouwd uit respectievelijk Ns en Nr identieke stator- en rotorsec-
toren, elk bestaande uit een tand, een gleuf en een juksegment. Hierbij zijn Φi

ts en Φi
js respectievelijk

de tand- en jukflux in de i-de statorsector en stellen Ri
ts en Ri

js de reluctanties van respectievelijk
de statortand en het juksegment van de betreffende statorsector voor. Aangezien het magnetisch
netwerk van de rotor analoog is aan dat van de stator worden hier enkel het magnetisch netwerk
van de stator en de daarbij gebruikte notaties expliciet besproken.

Ter hoogte van de tandtoppen splitst de statortandflux Φts zich op in een deel Φls dat de
luchtspleet oversteekt en een deel spreidingsflux Φσs dat naar de naburige statortanden vloeit.
Deze spreidingsflux Φσs omvat naast de flux die ook fysisch tussen de tandtoppen vloeit eveneens de
spreidingsflux in de gleuven. De permeanties Gσs die het fluxpad van het spreidingsveld weergeven
vertonen door eventuele verzadiging van de tandtoppen een niet-lineair gedrag. Wat de rotor betreft
kunnen aan de hand van de (niet-lineaire) spreidingspermeanties Gσr zowel open als gesloten gleuven
worden gemodelleerd.

Voor de magnetische potentiaal worden de volgende notaties gebruikt. De potentiaal ter hoogte
van de aansluiting van de statortanden met het juk wordt verder de statorjukpotentiaal Ujs ge-
noemd. De potentiaal van de statortandtoppen wordt verder kortweg de statortandpotentiaal Uts

genoemd. Het verschil tussen de juk- en tandpotentialen in naburige statorsectoren worden respec-
tievelijk met ∆Ujs en ∆Uts aangeduid.

De stromen in de stator- en rotorgleuven worden in het magnetisch netwerk weergegeven door
middel van de m.m.k.-bronnen Fs en Fr.

De magnetische netwerken van stator en rotor zijn met elkaar verbonden via het deel van de
tandflux dat de luchtspleet oversteekt, met name Φls en Φlr. In het tijdsdomein kan het luchtspleet-
veld beschreven worden aan de hand van discrete permeanties tussen de stator- en rotortanden, die
door de rotorbeweging voortdurend wijzigen, zoals bijvoorbeeld uiteengezet in [Ostović 89]. In het
frequentie-orde-domein wordt het luchtspleetveld in principe op dezelfde manier bepaald hoewel
de formulering niet meer gebeurt via discrete permeanties tussen de tanden maar door middel van
de permeanties van het stator- en het rotoroppervlak en van de luchtspleet die variëren in tijd en
ruimte, zoals wordt uiteengezet in §4.3.4.

Naast de flux in de magnetische kern van de machine kan er ook een zgn. asflux voorkomen
die van de stator- naar de rotorkern vloeit via het statorhuis, de lagers en de as van de machine.
Hoewel de asflux voor de eenvoud niet wordt voorgesteld in Figuur 4.4, kan deze flux toch in
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Figuur 4.2: Fluxpatroon van het hoofdveld (50 Hz)

Figuur 4.3: Fluxpatroon van de 3de harmonische (150 Hz)
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Figuur 4.4: Magnetisch netwerk van een inductiemachine
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het magnetisch netwerk worden gëıntroduceerd mits enkele veronderstellingen aan te nemen, zoals
verder in dit hoofdstuk wordt uiteengezet.

Wat het elektrisch netwerk betreft zullen in dit hoofdstuk verschillende types statorwikkelingen
worden beschouwd. Voor de rotor echter zal enkel het geval van een kooianker behandeld worden.
Verder zullen we enkel spanningsgevoede inductiemachines beschouwen. Zowel stator- als rotor-
stromen zullen dus moeten bepaald worden aan de hand van de elektrisch netwerkvergelijkingen
met de aangelegde spanning als brontermen.

Vervolgens worden het magnetisch en het elektrisch netwerk wederzijds gekoppeld. De stro-
men in de statorwikkeling en de rotorkooi worden in het magnetisch netwerk weergegeven door
m.m.k.-bronnen en in het elektrisch netwerk worden de gëınduceerde spanningen weergeven door
spanningsbronnen die bepaald worden door de tandfluxen van het magnetisch netwerk. De ver-
schillende componenten van de magnetische inductie induceren spanningen in de statorwikkeling en
de rotorkooi. Door de hierdoor opgewekte stromen worden de inducerende velden gedempt. Door
de rechtstreekse koppeling van het magnetisch en het elektrisch netwerk wordt deze demping in
rekening gebracht, zoals dit ook gebeurt in de methode beschreven in [Vandevelde 94b] die steunt
op de draaiveldtheorie.

In de volgende paragrafen van dit hoofdstuk worden het magnetisch en het elektrisch netwerk
in detail behandeld. Verder worden beide netwerken gekoppeld om tot een stelsel vergelijkingen te
komen dat ons toelaat de magnetische en elektrische grootheden te berekenen. Vervolgens wordt
uiteengezet hoe de magnetische krachtwerking met behulp van een netwerkmodel kan bepaald
worden. Tenslotte wordt, uitgaande van de oplossing van het stelsel netwerkvergelijkingen, de
bepaling van de magnetische krachtwerking in een inductiemachine behandeld.

4.3 Magnetisch netwerk

4.3.1 Ontbinding van de grootheden in componenten

Alle grootheden van het magnetisch netwerkmodel voorgesteld in Figuur 4.4 (flux, scalaire po-
tentiaal, ... ) worden in eerste instantie ontbonden in een aantal frequentiecomponenten. Het
tijdsverloop van de grootheid X in de i-de sector wordt in de volgende vorm ontbonden:

Xi(t) =
∑

k

ℜ
(

X̄i
k ejωkt

)

; i = 0, . . . , N − 1 (4.1)

met

N = Ns voor statorgrootheden (4.2)

N = Nr voor rotorgrootheden (4.3)

en waarbij X̄i
k de complexe voorstelling van de component met pulsatie ωk in de i-de sector is.

In tweede instantie wordt voor iedere frequentiecomponent k de ruimtelijke verdeling van de
complexe grootheden X̄i

k ontbonden in een reeks componenten met ruimtelijke orde κ.

X̄i
k =

∑

κ

X̄kκ e−jκ 2π
N

i (4.4)
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=
∑

κ

X̄kκ e−jκαi (4.5)

waarbij

α =
2π

N
(4.6)

de ruimtelijke hoek is tussen twee opeenvolgende sectoren. Voor de stator en de rotor voeren we
de volgende notaties in:

αs =
2π

Ns
(4.7)

αr =
2π

Nr
(4.8)

Het verloop in tijd en ruimte van de grootheid X wordt aldus geformuleerd in de volgende vorm:

Xi(t) =
∑

k

ℜ
(

∑

κ

X̄kκ e−jκαi ejωkt

)

(4.9)

=
∑

k

∑

κ

ℜ
(

X̄kκ ej(ωkt−καi)
)

(4.10)

De ontbindingen van het tijdsverloop in frequentiecomponenten en van de ruimtelijke verdeling
in ordes verschillen van elkaar in die zin dat de frequenties niet noodzakelijk het veelvoud zijn van
een grondfrequentie, m.a.w. het tijdsverloop is niet noodzakelijk periodiek, terwijl het verloop in
de ruimte noodzakelijkerwijze periodiek is. De sector i + aN valt immers als het ware samen met
sector i.

Voor de numerieke modellering van de inductiemachine zullen we ons beperken tot een aantal
frequenties, en per frequentie tot een aantal ordes. De grootheden worden dus ontbonden in een
aantal componenten volgens

Xi(t) =
Nx
∑

k=1

ℜ
(

X̄ke
j(ωkt−κkαi)

)

(4.11)

waarbij elke component k gekenmerkt wordt door :
ωk = 2πfk : de pulsatie
κk : de (ruimtelijke) orde
X̄k : de complexe waarde

Een component wordt hierbij door slechts één index k aangeduid die zowel de pulsatie ωk als
de orde κk bepaalt.

Om te voorkomen dat we voor de modellering van de machine verschillende componenten in
aanmerking nemen die een gelijkaardig verloop in tijd en ruimte voorstellen, worden aan de com-
ponenten (ωk, κk) een aantal eisen gesteld.
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Ten eerste leveren twee componenten l en k hetzelfde verloop in tijd en ruimte op als zowel hun
pulsatie als hun orde tegengesteld zijn en hun waarden complex toegevoegd zijn:

(ωk, κk) = − (ωl, κl) (4.12)

X̄k = X̄∗

l (4.13)

Ten tweede zijn wegens de ruimtelijke periodiciteit twee componenten l en k gelijkwaardig als het
verschil van hun ordes een N -voud is, en hun pulsatie en waarde gelijk zijn:

(ωk, κk) = (ωl, κl + aN) (4.14)

X̄k = X̄l (4.15)

Twee componenten zijn dus equivalent, d.i. kunnen elkaar vervangen mits ze de gepaste com-
plexe waarde toe te kennen, als ze voldoen aan:

(ωk, κk) = ± (ωl, κl + aN) (4.16)

We kunnen bijgevolg de volgende voorwaarden opleggen aan de componenten:
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• ωk ≥ 0 rad/s (4.17)

• – voor ωk > 0 rad/s :

0 ≤ κk ≤ N − 1 (4.18)

– voor ωk = 0 rad/s :










0 ≤ κk ≤ N
2 als N even is

0 ≤ κk ≤ N−1
2 als N oneven is

(4.19)

Aan de hand van de uitdrukking (4.16) voor equivalente componenten kan men eenvoudig
nagaan dat enerzijds een willekeurige component (ω, κ) kan omgevormd worden tot een component
die aan de gestelde eisen voldoet en dat anderzijds twee verschillende toegelaten componenten nooit
equivalent zijn.

Het bepalen van de componenten (frequenties en ordes) die in de machine aanwezig zijn wordt,
na de beschrijving van het magnetisch en het elektrisch netwerk, behandeld in §4.7. Hierbij wordt
een lijst opgesteld met de componenten van de variabelen, met name de flux Φ, de scalaire potentiaal
U en de m.m.k.-bronnen F . Voor de stator en de rotor bekomen we respectievelijk de reeksen 1

(ωφsk
, κφsk

) ; k = 1, . . . , Nφs (4.20)

en

(ωφrk
, κφrk

) ; k = 1, . . . , Nφr (4.21)

die aan de gestelde voorwaarden (4.17)-(4.19) voldoen. Elke statorgrootheid, bijvoorbeeld de tand-
flux Φ̄ts, geeft dus aanleiding tot Nφs onbekenden :

Φ̄tsk
; k = 1, . . . , Nφs (4.22)

De parameters van het magnetisch netwerk, met name de magnetische reluctanties en permean-
ties, worden op dezelfde manier in componenten ontbonden. De reluctanties en permeanties worden
in het vervolg steeds als volgt geformuleerd:

Ri(t) =
NR
∑

k=−NR

R̄k ej(ωkt−κkαi) (4.23)

waarbij

(ω−k, κ−k) = − (ωk, κk) (4.24)

R̄−k = R̄∗

k (4.25)

1Omdat we na het opstellen van de vergelijkingen en na eliminatie van de onbekenden U en F nog enkel de fluxen
Φ als onbekenden zullen overhouden, gebruiken we hier de index φ om de componenten van de onbekenden van het
magnetisch netwerk aan te duiden.
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zodat de som van de complexe componenten k en −k steeds reëel is. Voor positieve waarden van
k voldoen de pulsatie en orde van de componenten (ωk, κk) aan de voorwaarden (4.17)-(4.19). De
component k = 0 met

(ω0, κ0) = (0, 0) (4.26)

geeft de gemiddelde waarde (in tijd en ruimte) weer en zijn waarde R̄0 is reëel.

Er wordt voor stator en rotor bijgevolg een tweede lijst opgesteld, ditmaal met de componenten
van de reluctanties en permeanties :

(ωRsk
, κRsk

) ; k = 0, . . . , NRs (4.27)

en

(ωRrk
, κRrk

) ; k = 0, . . . , NRr (4.28)

4.3.2 Bepaling van de reluctanties en permeanties

In het magnetisch netwerkmodel wordt het stator- en rotorblik voorgesteld door middel van de
reluctanties van de tanden Rts en Rtr en de reluctanties van de juksegmenten Rjs en Rjr. Deze
reluctanties worden bepaald door de geometrie van de tanden en de juksegmenten en door de B-
H-karakteristiek van het materiaal. Men kan hiervoor beroep doen op verschillende benaderingen.

Een vereenvoudigde geometrische voorstelling van de elementen van het magnetisch circuit
wordt bijvoorbeeld bekomen door de fluxbuizen te benaderen door balken met een karakteristieke
lengte, breedte en diepte, met een uniform B- en H-veld en dus met een reluctiviteit ν = H

B
die

constant is over de volledige fluxbuis.

De geometrie van (bijvoorbeeld) de statortanden wordt aldus bepaald door hun lengte lts,
breedte bts en diepte l′a, die gelijk is aan de axiale lengte van de machine gereduceerd met de
stapelfactor van het blikpakket. De reluctantie van de i-de statortand in functie van de flux door
die tand wordt bijgevolg gegeven door:

Ri
ts(Φ

i
ts) =

lts
btsl′a

νi(Bi
ts) (4.29)

waarbij de reluctiviteit νi bepaald wordt door de B-H-karakteristiek van het ijzer en aldus afhangt
van de magnetische inductie gegeven door:

Bi
ts =

Φi
ts

btsl′a
(4.30)

In het frequentie-orde-domein worden zowel de flux als de reluctantie beschreven aan de hand
van componenten met verschillende frequenties en ordes. Om de componenten van de reluctantie
bij gegeven componenten van de flux te berekenen, wordt in de verschillende tanden het verloop van
de flux in de tijd bepaald op basis van de componenten van de tandflux. Voor iedere waarde van
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de flux in de verschillende tanden en op de verschillende tijdstippen wordt de reluctantie bepaald
aan de hand van (4.29). Door middel van een tweedimensionale Fourier-ontwikkeling van deze
reluctanties worden tenslotte de verschillende componenten van de reluctantie bekomen.

Op analoge wijze kunnen de reluctanties van de statorjuksegmenten Rjs en van de rotortanden
en -juksegmenten Rtr en Rjr bepaald worden.

De permeanties Gσs en Gσr kunnen eveneens bepaald worden door aan het fluxpad tussen de
naburige tanden een karakteristieke lengte, breedte en diepte toe te kennen. Hieraan dient dan nog
de permeantie van de gleufspreiding toegevoegd te worden. Het spreidingsveld in de gleuven kan
hierbij analytisch bepaald worden zoals bijvoorbeeld uiteengezet in [Melkebeek].

Voor een meer uitgebreide bespreking van het bepalen van de reluctanties en permeanties van
een magnetisch netwerkmodel kunnen we verwijzen naar [Ostović 89].

4.3.3 Flux-potentiaal-vergelijkingen voor reluctanties en permeanties in het

frequentie-orde-domein

4.3.3.1 Potentiaalval over de reluctanties i.f.v. de flux

De magnetische potentiaalval ∆U over de reluctanties R van het netwerkmodel wordt gegeven door:

∆U = R Φ (4.31)

In het frequentie-orde-domein worden de componenten van de potentiaalval ∆U bepaald op
basis van de componenten van de flux Φ en van de reluctantie R.

We beschouwen hiertoe een willekeurige fluxcomponent met pulsatie ωl, orde κl en complexe
waarde Φ̄l. Het overeenkomstige fluxpatroon kunnen we als volgt formuleren:

Φi(t) = ℜ
(

Φ̄l ej(ωlt−κlαi)
)

(4.32)

=
1

2

(

Φ̄l ej(ωlt−κlαi) + Φ̄∗

l e−j(ωlt−κlαi)
)

(4.33)

Aan de hand van de uitdrukking van de reluctantie Ri(t) gegeven door (4.23) bekomt men het
verloop van de potentiaalval ∆U veroorzaakt door de beschouwde fluxcomponent Φ̄l:

∆U i(t) = Ri(t) Φi(t) (4.34)

=
NR
∑

k=−NR

ℜ
(

R̄kΦ̄l ej[(ωk+ωl)t−(κk+κl)αi]
)

(4.35)

=
∑

m

ℜ
(

∆Ūm ej(ωmt−κmαi)
)

(4.36)

waarbij de componenten (ωm, κm) voldoen aan de gestelde eisen (4.17)-(4.19).
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Op basis hiervan kunnen de complexe waarden ∆Ūm van de componenten (ωm, κm) van de
potentiaalval veroorzaakt door de de beschouwde fluxcomponent (4.32) als volgt geschreven worden
als functie van Φ̄l :

∆Ūm = R̄ml · Φ̄l (4.37)

of in matrixnotatie:

{∆Um} = [Rml] {Φl} (4.38)

met

{∆Um} =

{

∆Umr

∆Umi

}

; {Φl} =

{

Φlr

Φli

}

(4.39)

en

∆Ūm = ∆Umr + j∆Umi ; Φ̄l = Φlr + jΦli (4.40)

De reluctantiematrices [Rml] (en de corresponderende tensoren R̄ml) worden als volgt opgesteld.
Men beschouwt alle componenten van de reluctantie R : k = −NR, . . . , NR.

Een reluctantiecomponent k die de volgende voorwaarden vervult:

(ωm, κm) = (ωk + ωl, κk + κl + aN) (4.41)

veroorzaakt volgens (4.35) een spanningsval met pulsatie ωm en orde κm gegeven door

∆Ūm,k = R̄k Φ̄l (4.42)

en levert aldus de volgende bijdrage tot de reluctantiematrix [Rml] :

[Rml]k =

[

Rkr −Rki

Rki Rkr

]

(4.43)

Anderzijds levert een reluctantiecomponent k die voldoet aan

(ωm, κm) = − (ωk + ωl, κk + κl + aN) (4.44)

de volgende bijdragen tot respectievelijk ∆Ūm en [Rml]

∆Ūm,k =
(

R̄k Φ̄l

)∗
(4.45)

[Rml]k =

[

Rkr −Rki

−Rki −Rkr

]

=

[

R−kr R−ki

R−ki −R−kr

]

(4.46)
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Beschouwen we nu bijvoorbeeld de potentiaalval in het statorjuk ∆Ujs. De componenten van
∆Ujs kunnen aan de hand van de hier beschreven werkwijze uitgedrukt worden in functie van de
componenten van de jukflux :

∆Ūjsm =

Nφs
∑

l=1

R̄jsml
· Φ̄jsl

; m = 1, . . . , Nφs (4.47)

waarbij de tensoren R̄jsml
functie zijn van de reluctantiecomponenten R̄jsk

; k = 0, . . . , NRs.

4.3.3.2 Flux door de permeanties i.f.v. de potentiaalval

De relatie tussen de flux door en de magnetische potentiaalval over een fluxbuis kan eveneens
beschreven worden door middel van de permeantie G:

Φ = G ∆U (4.48)

Op analoge wijze als in vorige paragraaf kunnen de verschillende componenten van de flux Φ
bepaald worden op basis van de componenten van de potentiaalval ∆U en van de permeantie G.

Bijvoorbeeld, de spreidingsflux ter hoogte van de tandtoppen van de stator kan als volgt ge-
schreven worden in functie van het potentiaalverschil tussen de statortanden:

Φ̄σsm =

Nφs
∑

l=1

Ḡ σsml
· ∆Ūtsl

; m = 1, . . . , Nφs (4.49)

waarbij de tensoren Ḡ σsml
functie zijn van de permeantiecomponenten Ḡσsk

; k = 0, . . . , NRs.

4.3.4 Modellering van de luchtspleet

Terwijl de flux in stator en rotor beschreven wordt door middel van de fluxen in een discreet aantal
sectoren, met name de Ns stator- en de Nr rotorsectoren, wordt de luchtspleetflux geschreven als
functie van de hoek θ, uitgedrukt in (mechanische) radialen, waarbij de positie θ = 0 gekozen wordt
in het midden van statortand 0. We beschouwen verder een referentiestelsel vast aan de rotor θr,
waarbij θr = 0 overeenkomt met het midden van rotortand 0. Het verband tussen θ en θr wordt
bepaald door de hoeksnelheid van de rotor Ω, die constant wordt verondersteld:

θr = θ − Ωt (4.50)

4.3.4.1 Gëıdealiseerd model

In Figuur 4.5.a wordt het luchtspleetveld weergegeven, berekend met behulp van de eindige-
elementenmethode, waarbij er een constant potentiaalverschil tussen de stator en de rotor wordt
opgelegd. Waar stator- en rotortanden overlappen is het luchtspleetveld nagenoeg uniform. We
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a. Luchtspleetveld met inbegrip van het fringing-effect

b. Het gëıdealiseerd model

Figuur 4.5: Het luchtspleetveld

beschouwen nu het gëıdealiseerd model voorgesteld in Figuur 4.5.b waarbij enkel dit uniform veld
tussen de overlappende tanden in rekening gebracht wordt en waarbij het fringing-effect, dat in
Figuur 4.5.a duidelijk wordt gëıllustreerd, verwaarloosd wordt.

Om de flux die de luchtspleet oversteekt te bepalen in functie van de potentiaal van de stator-
en rotortanden, gaan we uit van deze gëıdealiseerde voorstelling van de magnetische inductie in de
luchtspleet.

Waar een statortand i en een rotortand k overlappen wordt de inductie in de luchtspleet gegeven
door:

B =
µ0

δ
(U i

s − Uk
r ) (4.51)

waarbij U i
s en Uk

r de magnetische scalaire potentialen van respectievelijk de stator- en de rotortand
zijn en δ de luchtspleetlengte is. Hierbij wordt enkel de radiale component in aanmerking genomen
en wordt de positieve zin voor de inductie van stator naar rotor gekozen.

Ter hoogte van een stator- en/of rotorgleuf is het luchtspleetveld nul.

Dit gëıdealiseerde luchtspleetveld kan als volgt wiskundig beschreven worden, zie Figuur 4.6.

Voor het statoroppervlak stelt men per sector de potentiaal Uss over de gehele tandsteek gelijk
aan de potentiaal van de statortand U i

ts:

Uss(θ, t) = U i
ts(t) voor

2π

Ns
i − π

Ns
< θ <

2π

Ns
i +

π

Ns
(4.52)

Analoog wordt de potentiaal van het rotoroppervlak in het meedraaiend assenstelsel gegeven
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Figuur 4.6: Gëıdealiseerd model van de luchtspleetveld
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door:

Urr(θr, t) = Uk
tr(t) voor

2π

Nr
k − π

Nr
< θr <

2π

Nr
k +

π

Nr
(4.53)

zodat de rotorpotentiaal ten opzichte van een waarnemer vast aan de stator, m.a.w. in functie van
de hoek θ, gegeven wordt door:

Urs(θ, t) = Uk
tr(t) voor

2π

Nr
i − π

Nr
+ Ωt < θ <

2π

Nr
k +

π

Nr
+ Ωt (4.54)

Verder definiëren we de (dimensieloze) permeantie van het statoroppervlak, of kortweg stator-
permeantie, λss die gelijk is aan 1 ter hoogte van de statortanden en gelijk is aan 0 ter hoogte van
de statorgleuven:

λss(θ) =











1 voor 2π
Ns

i − γs
π
Ns

< θ < 2π
Ns

i + γs
π
Ns

0 voor 2π
Ns

i + γs
π
Ns

< θ < 2π
Ns

(i + 1) − γs
π
Ns

(4.55)

waarbij γs de verhouding is van de breedte van de statortanden en de tandsteek, zoals aangeduid
in Figuur 4.7 a.

Op analoge wijze wordt de permeantie van het rotoroppervlak t.o.v. een waarnemer vast aan
de rotor λrr(θr) en de corresponderende rotorpermeantie t.o.v. een waarnemer vast aan de stator
λrs(θ, t) gedefinieerd.

Het luchtspleetveld is verder omgekeerd evenredig met de luchtspleetlengte δ. Wanneer de ro-
torpositie zowel statische als dynamische excentriciteit vertoont wordt de luchtspleetlengte gegeven
door:

δs(θ, t) = δ0 + ℜ
(

ε̄se
−jθ
)

+ ℜ
(

ε̄d ej(Ωt−θ)
)

(4.56)

We kunnen nu de luchtspleetpermeantie als volgt definiëren en in een Fourier-reeks ontbinden2:

λls(θ, t) =
µ0

δs(θ, t)
(4.57)

=
∞
∑

k=−∞

λ̄lk ej(ωlsk
t−νlsk

θ) (4.58)

waarbij

(ωls−k
, νls−k

) = −(ωlsk
, νlsk

) (4.59)

λ̄l−k
= λ̄∗

lk
(4.60)

Uit het verloop van de luchtspleetlengte in tijd en ruimte gegeven door (4.56) volgt dat de compo-
nenten (ωlsk

, νlsk
) van de luchtspleetpermeantie de volgende vorm aannemen:

(ωlsk
, νlsk

) = (edΩ , es + ed) (4.61)
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Hierin zijn es en ed gehele getallen die betrekking hebben op respectievelijk de statische en de
dynamische excentriciteit.

Uit Figuur 4.6, waarin het luchtspleetveld B(θ, t), bepaald volgens het gëıdealseerd model (4.51),
het potentiaalverloop Uss(θ, t) en Urs(θ, t) en de permeanties λss(θ), λrs(θ, t) en λls(θ, t) zijn voor-
gesteld op het ogenblik t = t0, volgt dat het luchtspleetveld kan worden beschreven als:

B(θ, t) = λls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) (Uss(θ, t) − Urs(θ, t)) (4.62)

De flux (per lengte-eenheid in de axiale richting) die de i-de statortand verlaat en de luchtspleet
oversteekt bekomt men door de luchtspleetflux te integreren over de tandsteek:

φi
ls(t) = R.

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

B(θ, t) dθ (4.63)

= R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) (Uss(θ, t) − Urs(θ, t)) dθ (4.64)

waarbij R de straal van de luchtspleet voorstelt.

� = 0 1001�ss(�) �
s 2�Ns2�Ns10 ��ss(�)a.b.
Figuur 4.7: Statorpermeantie: a. gëıdealiseerd model – b. met inbegrip van fringing-effect

2De stator-, rotor-, en luchtspleetpermeanties zijn geformuleerd in overeenstemming met de algemene vorm van
de reluctanties (4.23), met dien verstande dat de ruimtelijke verdeling van de permeanties beschreven wordt aan de
hand van de hoekcoördinaat θ of θr, i.p.v. de rangnummers i van de discrete sectoren.
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4.3.4.2 Stator- en rotorpermeantie met inbegrip van de fringing-flux

Het fringing-veld dat in het gëıdealiseerd model verwaarloosd wordt, kan in rekening gebracht wor-
den door het blokvormig verloop van de stator- en rotorpermeantie aan te passen, zoals voorgesteld
in Figuur 4.7 voor de statorpermeantie.

Door middel van een Fourier-ontwikkeling kan de ’aangepaste’ statorpermeantie algemeen als
volgt worden uitgedrukt:

λss(θ) =
∞
∑

k=−∞

λsk
e−jkNsθ (4.65)

waarbij de ruimtelijke ordes steeds Ns-vouden zijn.

De rotorpermeantie kan analoog in Fourier-componenten ontbonden worden:

λrr(θr) =
∞
∑

k=−∞

λrk
e−jkNrθr (4.66)

en wordt bijgevolg in statorcoördinaten gegeven door:

λrs(θ, t) =
∞
∑

k=−∞

λrk
ej(kNrΩt−kNrθ) (4.67)

Indien men dus het fringing-veld in rekening wil brengen, kunnen het luchtspleetveld en de
tandfluxen bepaald worden aan de hand van (4.62) en (4.64), waarbij de stator- en rotorpermeantie
gegeven zijn door respectievelijk (4.65) en (4.67).

4.3.4.3 Bepaling van het luchtspleetveld en de tandfluxen

Voor het berekenen van het luchtspleetveld in functie van de componenten van de stator- en rotor-
tandpotentiaal en de daaruitvolgende tandfluxen (althans het deel van de tandflux dat de luchtspleet
oversteekt) kunnen we volgens (4.62) beroep doen op superpositie, aangezien de permeanties niet
afhangen van het veld. We kunnen met andere woorden het luchtspleetveld dat correspondeert
met iedere component van de stator- en rotorpotentiaal apart berekenen, waarbij we de andere
componenten gelijk aan nul stellen, en de resultaten optellen.

Op deze wijze kunnen we de componenten van de stator- en rotortandflux die de luchtspleet
oversteekt bepalen aan de hand van de componenten van de stator- en rotortandflux. Aangezien de
berekeningsmethodes voor de statortandflux en voor de rotortandflux volledig analoog zijn, wordt
hier enkel het bepalen van de statortandflux als functie van de stator- en rotortandpotentiaal
besproken.

4.3.4.3.1 Bijdrage van een component van de rotortandpotentiaal tot de statortand-

flux We beschouwen ten eerste een willekeurige component van de rotortandpotentiaal Utr met
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pulsatie ωr , orde κr en complexe voorstelling Ūtr, en de bijhorende potentiaal van het rotoropper-
vlak Urr(θr, t), zoals gedefinieerd door (4.53).

Om de statortandflux te berekenen die met deze rotorpotentiaalcomponent overeenkomt, wordt
deze rotorpotentiaal achtereenvolgens vermenigvuldigd met de rotor-, de luchtspleet- en de stator-
permeantie en dan gëıntegreerd over een statortandsteek.

We definiëren nu de gereduceerde rotorpotentiaal U ′
rr als het product van de rotorpotentiaal

Urr met de rotorpermeantie λrr:

U ′

rr(θr, t) = λrr(θr) Urr(θr, t) (4.68)

Het verloop van de gereduceerde rotorpotentiaal kan met behulp van een Fourier-ontwikkeling
in een (theoretisch oneindige) reeks ruimtelijke componenten ontbonden worden:

U ′

rr (θr, t) = ℜ
(

Ū ′

r(θr) ejωrt
)

(4.69)

= ℜ
[(

∑

ν

Ū ′

rν e−jνθr

)

ejωrt

]

(4.70)

=
∑

ν

ℜ
(

Ū ′

rν ej(ωrt−νθr)
)

(4.71)

waarbij de complexe coëfficiënten Ū ′
rν bepaald worden door:

Ū ′

rν =
1

2π

2π
∫

0

Ū ′

r(θr) ejνθrdθr (4.72)

De complexe voorstelling van de gereduceerde rotorpotentiaal corresponderend met de be-
schouwde component Ūtr wordt in de i-de rotortandsteek, m.a.w. voor :

i
2π

Nr
− π

Nr
≤ θr ≤ i

2π

Nr
− π

Nr
(4.73)

gegeven door

Ū ′

r(θr) = Ūtr e−jκr
2π
Nr

i
∞
∑

k=−∞

λrk
e−jkNr

(

θr−
2π
Nr

i
)

(4.74)

= Ūtre
−jκr

2π
Nr

i
∞
∑

k=−∞

λrk
e−jkNrθr (4.75)

zodat de coëfficiënten Ū ′
rν volgens (4.72) gegeven worden door:

Ū ′

rν =
1

2π

Nr−1
∑

i=0

i 2π
Nr

+ π
Nr

∫

i 2π
Nr

−
π

Nr

Ūtr e−jκr
2π
Nr

i





∞
∑

k=−∞

λrk
e−jkNrθ



 ejνθr dθr (4.76)
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=
1

2π

Nr−1
∑

i=0

Ūtr e−jκr
2π
Nr

i
∞
∑

k=−∞

λrk

i 2π
Nr

+ π
Nr

∫

i 2π
Nr

−
π

Nr

ej(ν−kNr)θr dθr (4.77)

=
1

2π
Ūtr

Nr−1
∑

i=0

ej(ν−κr) 2π
Nr

i
∞
∑

k=−∞

λrk

ej(ν−kNr) π
Nr − e−j(ν−kNr) π

Nr

j(ν − kNr)
(4.78)

Aangezien voor de eerste sommatie van het rechterlid van (4.78) geldt:

Nr−1
∑

i=0

ej(ν−κr) 2π
Nr

i =

{

Nr voor ν − κr = aNr

0 voor ν − κr 6= aNr
(4.79)

behouden we enkel ruimtelijke ordes ν die voldoen aan:

ν = κr + aNr (4.80)

Voor deze ordes wordt de coëfficiënt Ū ′
rν volgens (4.78) en (4.79) gegeven door3:

Ū ′

rν =
∞
∑

k=−∞

λrk

sin
(

(ν − kNr)
π

Nr

)

(ν − kNr)
π

Nr

Ūtr (4.81)

=
∞
∑

k=−∞

λrk
sinc

(

(ν − kNr)
π

Nr

)

Ūtr (4.82)

= Λr (ν) Ūtr (4.83)

waarbij de rotorgleuffactor Λr(ν) gedefinieerd wordt als:

Λr(ν) =
∞
∑

k=−∞

λrk
sinc

(

(ν − kNr)
π

Nr

)

(4.84)

Voor ordes die een veelvoud zijn van Nr (ν = lNr) komen deze gleuffactoren overeen met de
corresponderende coëfficiënt λrl

van de rotorpermeantie (4.66):

Λr (lNr) =
∞
∑

k=−∞

λrk

sin ((l − k) π)

(l − k) π
(4.85)

= λrl
(4.86)

In het gëıdealiseerde model herleidt de bepaling van de coëfficiënten Ū ′
rν zich tot:

Ū ′

rν =
1

2π

Nr−1
∑

i=0

i 2π
Nr

−γr
π

Nr
∫

i 2π
Nr

−γr
π

Nr

Ūtr e−jκr
2π
Nr

i ejνθr dθ (4.87)

3 sinc(x) = sin(x)
x
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=
1

2π

Nr−1
∑

i=0

Ūtr ej(ν−κ) 2π
N

i 2
sin
(

νγrπ
Nr

)

ν
(4.88)

= Ūtr

sin
(

νγrπ
Nr

)

νπ
Nr

(4.89)

zodat de rotorgleuffactoren in dit geval gegeven worden door:

Λr (ν) =
sin
(

νγrπ
Nr

)

νπ
Nr

= γr sinc

(

νγrπ

Nr

)

(4.90)

De gereduceerde rotorpotentiaal, veroorzaakt door de beschouwde component van de rotortand-
potentiaal Ūtr (ωr, κr), kan ten opzichte van de rotor volgens (4.71) en (4.83) geschreven worden
als een reeks loopgolven met pulsatie ωr en ordes ν = κr + aNr :

U ′

rr(θr, t) =
∑

ν

ℜ
(

Λr(ν)Ūtr ej(ωrt−νθr)
)

(4.91)

Met behulp van (4.50) kunnen we de gereduceerde rotorpotentiaal uitdrukken in functie van
θ, d.i. ten opzichte van de stator. In geval van schuingestelde gleuven varieert de positie van
een rotorloopgolf ten opzichte van de stator in axiale richting. De axiale uitmiddeling van een
rotorloopgolf zoals waargenomen door de stator leidt tot een factor ks(ν) gegeven door:

ks(ν) =
sin
(

νβ
2

)

νβ
2

= sinc

(

νβ

2

)

(4.92)

waarbij β de schuinstelling uitgedrukt in radialen voorstelt.

De (axiaal uitgemiddelde) gereduceerde rotorpotentiaal wordt aldus gegeven door:

U ′

rs(θ, t) =
∑

ν

ℜ
(

Λr(ν)ks(ν)Ūtr ej((ωr+νΩ)t−νθ)
)

(4.93)

=
∑

m

ℜ
(

Λr(νm)ks(νm)Ūtr ej(ωmt−νmθ)
)

(4.94)

met

νm = κr + mNr (4.95)

ωm = ωr + νmΩ (4.96)

Het product van de gereduceerde rotorpotentiaal en de luchtspleetpermeantie is, op het teken
na, het luchtspleetveld B′, d.i. het veld in het geval de stator niet gegleufd zou zijn.

We beschouwen nu één bepaalde loopgolf van de gereduceerde rotorpotentiaal met orde νm =
κr + mNr, pulsatie ωm = ωr + νmΩ en complexe waarde Λr(νm) ks(νm)Ūtr uit de reeks (4.94).
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Door deze loopgolf te vermenigvuldigen met de luchtspleetpermeantie λls(θ, t) bekomen we een
reeks loopgolven van het B′-veld :

B′(θ, t) = −λls(θ, t) ℜ
(

Λr(νm) ks(νm) Ūtr ej(ωmt−νmθ)
)

(4.97)

= −
∞
∑

k=−∞

ℜ
(

λ̄lk Λr(νm) ks(νm) Ūtr ej((ωm+ωlsk
)t−(νm+νlsk

)θ)
)

(4.98)

=
∑

n

ℜ
(

B̄′

nej(ωnt−νnθ)
)

(4.99)

met

ωn = ωm + ωlsk
(4.100)

νn = νm + νlsk
(4.101)

B̄′

n = −λ̄lk ks(νm) Λr(νm) Ūtr (4.102)

We beschouwen opnieuw één bepaalde loopgolf van het B′-veld met orde νn, pulsatie ωn en
complexe waarde B̄′

n.

De corresponderende flux die de i-de statortand verlaat wordt bekomen door deze loopgolf te
vermenigvuldigen met de statorpermeantie en dit product te integreren over de statortandsteek:

Φi
lsn

(t) = ℜ
(

Φ̄i
lsn

ejωnt
)

(4.103)

met

Φ̄i
lsn

= la R

i 2π
Ns

+ π
Ns

∫

i 2π
Ns

−
π

Ns

λss(θ) B̄′

n e−jνnθ dθ (4.104)

= la
ts
2π
Ns

∞
∑

k=−∞

i 2π
Ns

+ π
Ns

∫

i 2π
Ns

−
π

Ns

λsk
e−(νn+kNs)θ dθ B̄′

n (4.105)

= la
ts
2π
Ns

∞
∑

k=−∞

e−j(νn+kNs)
2π
Ns

i λsk

sin (νn + kNs)

νn + kNs
B̄′

n (4.106)

= la ts Λs(νn)B̄′

n e−jνn
2π
Ns

i (4.107)

waarbij ts de statortandsteek is en la de axiale lengte van de statorkern. De statorgleuffactor Λs(ν)
wordt hierbij op analoge wijze gedefinieerd als de rotorgleuffactor Λs(ν) volgens (4.84) en (4.90),
m.a.w.:

Λs(ν) =



































∞
∑

k=−∞

λsk
sinc

(

(ν − kNs)
π
Ns

)

in het algemeen geval

γs sinc
(

νγsπ
Ns

)

voor het gëıdealiseerd model

(4.108)
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Uit (4.103) en (4.107) blijkt dat de beschouwde B′-loopgolf leidt tot een component van de
statortandflux met dezelfde pulsatie ωn en orde κn = νn :

Φi
lsn

(t) = ℜ
(

Φ̄lsn
ej(ωnt−κnαsi)

)

(4.109)

met

Φ̄lsn
= ts la Λs(νn)B̄′

n (4.110)

Uit (4.94), (4.102) en (4.109) volgt dat een component (ωr, κr) van de rotortandpotentiaal met
waarde Ūtr een reeks statortandfluxcomponenten (ωn, κn) veroorzaakt, gegeven door:

(ωn , κn) = +
(−)

(

ωr + (κr + mNr)Ω + ωlsk
, κr + mNr + νlsk

+ aNs

)

(4.111)

Φ̄lsn
=
(

− ts la Λs(κr + mNr + νlsk
) ks(κr + mNr) Λr(κr + mNr) λ̄lk Ūtr

)(∗)
(4.112)

met

m = −∞, . . . ,∞ ; k = −∞, . . . ,∞ (4.113)

waarbij we ervoor zorgen dat de componenten (ωn, κn) voldoen aan de gestelde voorwaarden (4.17)-
(4.19). Om dit laatste te bereiken wordt eventueel een minteken en een term aNs ingevoerd zoals
aangeduid in (4.111). Met het eventuele minteken in (4.111) correspondeert het (∗)-teken van de
complexe waarde van de fluxcomponent (4.112).

4.3.4.3.2 Bijdrage van een component van de statortandpotentiaal tot de statortand-

flux Ten tweede beschouwen we een component van de statortandflux met pulsatie ωs, orde κs en
complexe waarde Ūts, waarbij alle andere componenten van zowel de stator- als de rotorpotentiaal
op nul worden gesteld.

Zoals hoger reeds vermeld, wordt ter hoogte van de i-de statorsector de potentiaal van het
statoroppervlak gelijk gesteld aan de statortandpotentiaal:

Uss(θ, t) = ℜ
(

Ūts ej(ωst−κsαsi)
)

(4.114)

voor

2π

Ns
i − π

Ns
< θ <

2π

Ns
i +

π

Ns
(4.115)

Het product van de luchtspleet- en de rotorpermeantie in functie van θ wordt volgens (4.58) en
(4.67) gegeven door:

λrs(θ, t)λls(θ, t) =
∞
∑

m=−∞

∞
∑

k=−∞

ℜ
(

λrm λ̄lkej((ωlsk
+mNrΩ)t−(νlsk

+mNr)θ)
)

(4.116)
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Het B′-veld ter hoogte van de i-de statorsector wordt bekomen door de statorpotentiaal te
vermenigvuldigen met deze permeantiegolven (4.116):

B̄′(θ, t) =
∞
∑

m=−∞

∞
∑

k=−∞

ℜ
(

ks(mNr)λrm λ̄lkŪts e−jκsαsiej((ωlsk
+mNrΩ)t−(νlsk

+mNr)θ)
)

(4.117)

waarbij de factor ks(mNr) te wijten is aan de axiale variatie van de rotorpermeantie (vanuit het
oogpunt van de stator) bij schuingestelde gleuven.

Door integratie over een tandsteek van dit B′-veld vermenigvuldigd met de statorpermeantie
λss(θ) (4.65), bekomen we volgens (4.107), (4.117), en (4.86) de volgende reeks componenten van
de statortandflux veroorzaakt door een component (ωs, κs) met waarde Ūts van de statortandpo-
tentiaal:

Φ̄i
ls(t) =

∑

n

ℜ(Φ̄lsn
ejωnt+κnαst) (4.118)

met

(ωn , κn) = +
(−)

(

ωs + mNrΩ + ωlsk
, κs + mNr + νlsk

+ aNs

)

(4.119)

Φ̄lsn
=

(

tslaΛs(mNr + νlsk
) ks(mNr)Λr(mNr) λ̄lkŪts

)(∗)
(4.120)

en

m = −∞, . . . ,∞ ; k = −∞, . . . ,∞ (4.121)

waarbij de componenten (ωn, κn) voldoen aan de gestelde voorwaarden (4.17)-(4.19).

4.3.4.3.3 Besluit In de vorige paragrafen §4.3.4.3.1 en §4.3.4.3.2 werd aangetoond hoe de com-
ponenten van Φls, d.i. het deel van statortandflux dat de luchtspleet oversteekt, corresponderend
met een bepaalde component van respectievelijk de rotor- en statortandpotentiaal kunnen bepaald
worden .

Indien we nu alle componenten van de stator- en rotortandpotentiaal beschouwen kunnen we
de componenten van Φls als volgt uitdrukken:

Φ̄lsm
=

Nφs
∑

k=1

Ḡ lssmk
· Ūtsk

+

Nφr
∑

l=1

Ḡ lsrml
· Ūtrl

; m = 1, . . . , Nφs (4.122)

waarbij de tensoren Ḡ lssmk
en Ḡ lsrml

opgesteld worden aan de hand van respectievelijk (4.119)-
(4.120) en (4.111)-(4.112).

Analoog kunnen ook de componenten van Φlr, het deel van de rotortandflux die de luchtspleet
oversteekt, bepaald worden in functie van de componenten van de stator- en rotortandpotentiaal:

Φ̄lrm
=

Nφs
∑

k=1

Ḡ lrsmk
· Ūtsk

+

Nφr
∑

l=1

Ḡ lrrml
· Ūtrl

; m = 1, . . . , Nφr (4.123)
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4.3.5 M.m.k.-bronnen

De stromen in de statorwikkeling en rotorkooi worden in het magnetisch netwerkmodel weergegeven
door de m.m.k.-bronnen F . De plaats in het magnetisch netwerk van de m.m.k.-bronnen en het
potentiaalverschil erover worden zo bepaald dat de som van de potentiaalverschillen over de m.m.k.-
bronnen voor een willekeurige gesloten lus gelijk is aan de totale stroom die de kring omsluit, waarbij
het verband tussen de positieve zin van de stroom en de positieve circulatiezin van de lus bepaald
wordt door de zgn. kurkentrekkerregel. Indien men enkel de flux in de magnetische kern van de
machine beschouwt zijn er twee voor de hand liggende keuzes voor de plaats van de m.m.k.-bronnen:

1. Men kan ten eerste in iedere stator- en rotorsector een m.m.k.-bron in serie met de jukre-
luctantie plaatsen. Het potentiaalverschil over de m.m.k.-bron is dan gelijk aan de stroom
in de gleuf van de betreffende sector. Aangezien de som van de stromen in de statorgleuven
en de som van de stromen in de rotorstaven steeds nul zijn, zijn de gemiddelde waarden van
de stator- en van de rotor-m.m.k.-bronnen steeds nul zodat er geen stator- en rotor-m.m.k.-
componenten van nulde orde optreden.

2. De tweede mogelijkheid bestaat erin een m.m.k.-bron te plaatsen in serie met iedere tand-
reluctantie. Het verschil van het potentiaalverschil over de m.m.k-bronnen in twee naburige
tanden moet dan gelijk zijn aan de stroom in de tussenliggende gleuf. Om dit te bereiken
kunnen we het potentiaalverschil over de m.m.k.-bron in elke statorsector gelijkstellen aan de
stroom door de spoelkoppen ter hoogte van de betreffende statortand. Analoog wordt dan
de m.m.k.-bron van elke rotorsector gelijkgesteld aan de stroom in de eindring ter hoogte van
de betreffende rotortand. De m.m.k.-bronnen zijn echter slechts op een constante term (in de
ruimte) na bepaald. In het frequentie-orde-domein betekent dit dat de m.m.k.-componenten
van nulde orde willekeurig zijn.

Indien men naast de flux in de kern eveneens de asflux in rekening brengt, is van bovenstaande
mogelijkheden enkel de tweede geschikt. Het fluxpad van de asflux verloopt via de statortanden, het
statorhuis, de lagers, de as, de rotortanden en via de luchtspleet terug naar de stator. De m.m.k.
in dit fluxpad, m.a.w. de omsloten stroom, is gelijk aan de stroom in de spoelkoppen van de
statorwikkeling en de eindring van de rotorkooi. Indien we zowel de flux in de kern van de machine
als de asflux beschouwen kan de m.m.k. in een willekeurig fluxpad bijgevolg weergegeven worden
door middel van m.m.k.-bronnen in de stator- en rotortanden waarvan het potentiaalverschil gelijk
is aan respectievelijk de stroom in de spoelkoppen en in de eindring. Deze m.m.k.-bronnen zijn dus
éénduidig bepaald, en niet meer op een constante term na, zoals in het geval waarbij enkel de flux
in de kern wordt beschouwd.

Het bepalen van de m.m.k.-bronnen wordt uiteengezet bij de beschrijving van het elektrisch
netwerk in §4.4.

4.3.6 Magnetische netwerkvergelijkingen

4.3.6.1 Basisvergelijkingen

In deze paragraaf worden de basisvergelijkingen opgesteld die ons toelaten de verschillende flux-
componenten te berekenen bij gekende potentiaalverschillen over de m.m.k.-bronnen. De netwerk-
vergelijkingen worden hierbij uitgedrukt in de componenten van de fluxen en van de potentialen
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en potentiaalverschillen. In de volgende paragraaf wordt aangetoond hoe de potentialen en de
potentiaalverschillen alsook de luchtspleetflux en de jukfluxcomponenten met ordes verschillend
van nul uit de netwerkvergelijkingen kunnen geëlimineerd worden. We bekomen aldus een stelsel
vergelijkingen met enkel de tandfluxcomponenten en de jukfluxcomponenten van nulde orde als
onbekenden.

De netwerkvergelijkingen bestaan enerzijds uit connectievergelijkingen die de topologie van het
magnetisch netwerk weergeven en anderzijds uit flux-potentiaal-vergelijkingen die de netwerkele-
menten beschrijven.

4.3.6.1.1 Connectievergelijkingen Voor het opstellen van de connectievergelijkingen maken
we de volgende veronderstelling wat betreft de relatie tussen de tand- en de jukfluxen voor zowel
stator als rotor. We maken een onderscheid tussen de componenten van de tandflux met orde
nul en de componenten met ordes verschillend van nul. Tandfluxcomponenten met ordes gelijk
aan nul hebben als gevolg dat de som van alle tandfluxen verschilt van nul. Het fluxpad van
deze netto tandflux, verloopt van de statortanden, via het statorhuis, de lagers, de as en via
de luchtspleet terug naar de statortanden en kan zich dus niet binnen de kern van de machine
sluiten. Deze zgn. asflux komt vooral voor bij tweepolige machines met excentrische rotor. Het
fluxpad van tandfluxcomponenten met ordes verschillend van nul daarentegen kan wel volledig
binnen de kern van de machine verlopen, en we veronderstellen nu dat dit ook daadwerkelijk
gebeurt. We veronderstellen dus dat ter hoogte van de aansluiting van de tanden met het juk, de
tandfluxcomponenten met ordes verschillend van nul volledig verder vloeien in het juk en de kern
dus niet verlaten. Dit komt neer op de veronderstelling dat de reluctantie van de juksectoren te
verwaarlozen is t.o.v. de reluctantie van eender welke sluitweg buiten het juk om.

F i�1sRits �i0s�its�i+1js�ijsRijs Ri+1js
Figuur 4.8: Fluxvergelijking

Indien we rekening houden met de flux die de machinekern verlaat, wordt de fluxvergelijking
ter hoogte van de aansluiting van de statortanden met het statorjuk gegeven door (zie Figuur 4.8):

Φi
ts(t) = Φi

js(t) − Φi+1
js (t) + Φi

0s(t) ; i = 0, . . . , Ns − 1 (4.124)

waarbij Φi
0s de flux is die de statorkern van buitenaf binnendringt ter hoogte van de i-de statorsector.
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We splitsen de statortandflux Φts op in de flux Φ′i
ts gevormd door de componenten waarvan de

ordes verschillend zijn van nul en de flux Φ′′
ts die de fluxcomponenten met orde nul bevat:

Φi
ts(t) = Φ′i

ts(t) + Φ′′

ts(t) (4.125)

Indien we enkel de statortandfluxcomponenten met ordes verschillend van nul Φ′i
ts beschouwen,

verkrijgen we volgens de gemaakte veronderstelling, nl. dat deze flux de kern niet verlaat, het
volgend verband tussen de tand- en de jukflux in de stator:

Φ′i
ts(t) = Φ′i

js(t) − Φ′i+1
js (t) ; i = 0, . . . , Ns − 1 (4.126)

Uit de vergelijkingen (4.124), (4.125) en (4.126) volgt dat de flux die de statorkern ter hoogte
van een statorsector binnenstroomt gelijk is aan de nulde-orde statortandflux en dus voor iedere
statorsector gelijk is:

Φi
0s(t) = Φ′′

ts(t) ; i = 0, . . . , Ns − 1 (4.127)

Na een analoge redenering voor de rotorflux kunnen we besluiten dat de veronderstelling dat het
fluxpad van de tandfluxcomponenten met ordes verschillend van nul zich sluit via het juk impliceert
dat de flux die buiten de kern van de machine vloeit gelijkmatig over de statorsectoren en over de
rotorsectoren verdeeld is, m.a.w. enkel componenten van nulde orde bevat en dus overeenkomt met
een netto-flux die de stator of rotor binnenstroomt of verlaat. Aangezien er geen netto flux de
machine verlaat (∇̄ · B̄ = 0) betekent dit dat, wat de flux buiten de kern betreft, we enkel de asflux
beschouwen die van het rotorjuk via de as, de lagers en het statorhuis naar het statorjuk vloeit.
Deze asflux kan in functie van de tandfluxcomponenten van nulde orde geschreven worden als:

Φas(t) = NsΦ
′′

ts(t) (4.128)

= NrΦ
′′

tr(t) (4.129)

De tandfluxcomponenten van nulde orde van stator en rotor zijn dus rechtstreeks met elkaar ge-
koppeld. Het aantal fluxcomponenten van nulde orde en hun frequenties zijn bijgevolg gelijk voor
stator en rotor. Het aantal fluxcomponenten met ordes gelijk aan nul wordt verder aangeduid met
Nφ0.

Het verband tussen de tandflux en de jukflux (4.126) dat geldt op ieder ogenblik en voor ieder
statorsector, leidt tot het volgend verband tussen de tand- en jukflux voor iedere statorfluxcompo-
nent k afzonderlijk met κφsk

6= 0:

e−jκφsk
αsiΦ̄tsk

=
(

e−jκφsk
αsi − e−jκφsk

αs(i+1)
)

Φ̄jsk
(4.130)

= e−jκφsk
αsi
(

1 − e−jκφsk
αs

)

Φ̄tsk
(4.131)

⇒ Φ̄jsk
=

1

1 − e−jκφsk
αs

Φ̄tsk
(4.132)

=
ej

κφsk
αs

2

2j sin
(

κφsk
αs

2

)Φ̄tsk
(4.133)

= ζ̄s(κφsk
) Φ̄tsk

(κφsk
6= 0) (4.134)
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waarbij de complexe functie ζ̄s(κ) gedefinieerd is als:

ζ̄s(κ) =
ej καs

2

2j sin
(

καs

2

) (4.135)

Analoog kan elke rotorjukfluxcomponent met orde verschillend van nul geschreven worden in
functie van de corresponderende rotortandcomponent:

Φ̄jsk
= ζ̄r(κφrk

) Φ̄trk
(4.136)

met

ζ̄r(κ) =
ej καr

2

2j sin
(

καr

2

) (4.137)

De stator- en rotorjukfluxcomponenten met ordes verschillend van nul worden dus rechtstreeks
afgeleid van de corresponderende tandfluxcomponenten van stator en rotor.

Ter hoogte van de tandtoppen wordt de tandflux opgesplitst in een deel dat de luchtspleet
oversteekt en een deel dat naar de naburige tanden vloeit, de zgn. spreidingsflux. Dit laatste
omvat zowel de gleufspreiding als de langse luchtspleetspreiding. Voor de stator verkrijgen we het
volgend verband tussen de verschillende fluxcomponenten:

Φ̄i
tsk

= Φ̄i
lsk

+ Φ̄i
σsk

− Φ̄i+1
σsk

(4.138)

⇒ Φ̄tsk
= Φ̄lsk

+
(

1 − e−jκφsk
αs

)

Φ̄σsk

= Φ̄lsk
+

Φ̄σsk

ζ̄s (κφsk
)

; k = 1, . . . , Nφs (4.139)

en analoog voor de rotor:

Φ̄trk
= Φ̄lrk

+
Φ̄σrk

ζ̄r (κφrk
)

; k = 1, . . . , Nφr (4.140)

De componenten van de potentiaal in het juk met ordes verschillend van nul verhouden zich tot
de potentiaalverschillen in het juk als volgt:

∆Ū i
jsk

= Ū i−1
jsk

− Ū i
jsk

(4.141)

⇒ Ūjsk
=

1

ejκφsk
αs − 1

∆Ūjsk
(4.142)

= −ζ̄s (−κφsk
) ∆Ūjsk

; κφsk
6= 0 (4.143)

en

∆Ū i
jrk

= Ū i
jrk

− Ū i−1
jrk

(4.144)

⇒ Ūjrk
=

1

1 − ejκφrk
αs

∆Ūjrk
(4.145)

= ζ̄r(−κφrk
)∆Ūjrk

; κφrk
6= 0 (4.146)
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Voor componenten van de jukpotentiaal met orde nul is het potentiaalverschil over de jukseg-
menten uiteraard gelijk aan nul:

∆Ūjsk
= 0 ; (κφsk

= 0) (4.147)

en

∆Ūjrk
= 0 ; (κφrk

= 0) (4.148)

Analoog kunnen we de volgende verbanden tussen de potentiaal aan de tandtoppen en de
corresponderende potentiaalverschillen opstellen:

∆Ū i
tsk

= Ū i
tsk

− Ū i−1
tsk

(4.149)

⇒ ∆Ūtsk
=

Ūtsk

ζ̄s (−κφsk
)

; k = 1, . . . , Nφs (4.150)

en

∆Ū i
trk

= Ū i−1
trk

− Ū i
trk

(4.151)

⇒ ∆Ūtrk
= − Ūtrk

ζ̄s (−κφsk
)

; k = 1, . . . , Nφr (4.152)

4.3.6.1.2 Flux-potentiaal-vergelijkingen In het stator- en rotorjuk is het potentiaalverschil
over de juksegmenten gelijk aan de potentiaalval over de reluctanties en wordt gegeven door:

∆Ujsk
=

Nφs
∑

l=1

R̄tskl
Φ̄tsl

; k = 1, . . . , Nφs (4.153)

en

∆Ujrk
=

Nφr
∑

l=1

R̄trkl
Φ̄trl

; k = 1, . . . , Nφr (4.154)

De reluctantietensoren R̄tskl
en R̄trkl

worden hierbij afgeleid van de componenten van de jukre-
luctantie zoals beschreven in §4.3.3.

Het potentiaalverschil over de tanden wordt bepaald door de potentiaalval over de reluctanties
en door de m.m.k.-bronnen:

Ūtsk
= Ūjsk

+ F̄sk
−

Nφs
∑

l=1

R̄tskl
Φ̄tsl

; k = 1, . . . , Nφs (4.155)

en

Ūtrk
= Ūjrk

− F̄r,k +

Nφr
∑

l=1

R̄trkl
Φ̄trl

; k = 1, . . . , Nφr (4.156)
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De spreidingsflux kan als volgt in functie van het potentiaalverschil over de tandtoppen geschre-
ven worden:

Φ̄σsk
=

Nφs
∑

l=1

Ḡ σskl
· ∆Ūtsl

(4.157)

en

Φ̄σrk
=

Nφs
∑

l=1

Ḡ σrkl
· ∆Ūtrl

(4.158)

De permeantietensoren Ḡ σskl
en Ḡ σrkl

worden op analoge wijze als de reluctantietensoren opgesteld
zoals besproken in §4.3.3.

In §4.3.4 wordt aangetoond hoe de flux die de luchtspleet oversteekt kan bepaald worden in
functie van de stator- en rotortandpotentiaal, wat resulteert in de uitdrukkingen (4.122) en (4.123):

Φ̄lsk
=

Nφs
∑

l=1

Ḡ lsskl
· Ūtsl

+

Nφr
∑

m=1

Ḡ lsrkm
· Ūtrm ; k = 1, . . . , Nφs (4.159)

en

Φ̄lrk
=

Nφs
∑

l=1

Ḡ lrskl
· Ūtsl

+

Nφr
∑

m=1

Ḡ lrrkm
· Ūtrm ; k = 1, . . . , Nφr (4.160)

waarbij de tensoren Ḡ lss, Ḡ lsr, Ḡ lrs en Ḡ lrr bepaald worden aan de hand van de stator- en rotor-
permeantie en de luchtspleetpermeantie.

Tenslotte beschouwen we de asflux. Naast de veronderstelling dat de asflux zich gelijkmatig
verdeelt over de stator- en rotorsectoren, nemen we verder aan dat de reluctanties tussen de stator-
juksegmenten en de as alle gelijk zijn en dat de reluctanties tussen de as en de rotorjuksegmenten
alle gelijk zijn. Onder deze veronderstellingen zal een asflux een constant (in de ruimte) potentiaal-
verschil tussen de rotorjuksegmenten en de statorjuksegmenten veroorzaken. We kunnen bijgevolg
het fluxpad tussen het stator- en het rotorjuk, gevormd door het statorhuis, de lagers en de as
modelleren aan de hand van een reluctantie Ras zodat het potentiaalverschil tussen het stator- en
het rotorjuk gegeven wordt door:

U ′′

jr(t) − U ′′

js(t) = Ras Φas(t) (4.161)

waarbij de U ′′ de jukpotentiaal is gevormd door enkel de componenten van nulde orde (maar met
verschillende frequenties).

In een magnetisch netwerk is de potentiaal in de knopen slechts op een constante na bepaald.
We kiezen deze constante zo dat de gemiddelde waarde van de statorjukpotentiaal Ujs gelijk is aan
nul op ieder ogenblik. Alle componenten van de statorjukpotentiaal met orde gelijk aan nul kunnen
we bijgevolg gelijk aan nul stellen:

Ūjsk
= 0 ; κφsk

= 0 (4.162)
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zodat U ′′
js(t) steeds nul is.

Uit (4.129), (4.161) en (4.162) volgt dat de componenten van nulde orde van de rotorjukpoten-
tiaal gegeven worden door:

Ūjrk
= RasNrΦ̄trk

; κφrk
= 0 (4.163)

4.3.6.2 Opbouw van het stelsel magnetische netwerkvergelijkingen

Uitgaande van de in vorige paragraaf besproken basisvergelijkingen wordt nu een stelsel vergelij-
kingen opgebouwd met enkel de stator- en rotortandfluxcomponenten en de stator- en rotorjukflux-
componenten van nulde orde als onbekenden.

We gaan hierbij uit van de fluxvergelijkingen ter hoogte van de tandtoppen (4.139) en (4.140).
Dit zijn Nφs+Nφr vergelijkingen, nl. één vergelijking per stator- en rotortandfluxcomponent. Met
behulp van de vergelijkingen (4.150), (4.152), (4.159),(4.160), (4.157) en (4.158) worden deze flux-
vergelijkingen omgevormd tot:

Φ̄tsk
=

Nφs
∑

l=1

Ḡ lsskl
· Ūtsl

+

Nφr
∑

l=1

Ḡ lsrkl
· Ūtrl

+
1

ζ̄s(κφsk
)

Nφs
∑

l=1

Ḡ σskl
· Ūtsl

ζ̄s(−κφsl
)

(4.164)

k = 1, . . . , Nφs

Φ̄trk
=

Nφs
∑

l=1

Ḡ lrskl
Ūtsl

+

Nφr
∑

l=1

Ḡ lrrkl
Ūtrl

+
1

ζ̄r(κφrk
)

Nφr
∑

l=1

Ḡ σrkl

Ūtrl

ζ̄r(−κφrl
)

(4.165)

k = 1, . . . , Nφr

Verder beschouwen we de vergelijkingen (4.147) en (4.148) voor de jukpotentiaalcomponenten
van nulde orde die aan de hand van de flux-potentiaal-vergelijkingen (4.153) en (4.154) als volgt
geformuleerd kunnen worden :

∆Ujsk
=

Nφs
∑

l=1

R̄jskl
· Φ̄jsl

= 0 ; κφsk
= 0 (4.166)

∆Ujrk
=

Nφr
∑

l=1

R̄jrkl
· Φ̄jrl

= 0 ; κφrk
= 0 (4.167)

Dit zijn 2Nφ0 vergelijkingen, m.a.w. één per stator- of rotorfluxcomponent met orde nul.

Bovenstaande vergelijkingen (4.164)-(4.167), Nφs+Nφr+2Nφ0 in aantal, kunnen nu geschreven
worden in de tandfluxcomponenten van stator en rotor (Nφs +Nφr onbekenden) en de componenten
van nulde orde van de stator- en rotorjukflux (2Nφ0 onbekenden). We gaan hierbij als volgt te werk.

De tandpotentialen Utr en Uts kunnen met behulp van (4.155) en (4.156) uitgedrukt worden in
functie van de jukpotentialen, de m.m.k.-bronnen en de tandfluxen:

Ūtsk
= Ūjsk

+ F̄sk
−

Nφs
∑

l=1

R̄tskl
· Φ̄tsl

; k = 1, . . . , Nφs (4.168)
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Ūtrk
= Ūjrk

− F̄r,k +

Nφr
∑

l=1

R̄trkl
· Φ̄trl

; k = 1, . . . , Nφr (4.169)

De componenten van de jukpotentiaal met ordes verschillend van nul kunnen op basis van
(4.143), (4.146), (4.153) en (4.154) geschreven worden in functie van de jukfluxen:

Ūjsk
= −ζ̄s (−κφsk

)

Nφs
∑

l=1

R̄jskl
Φ̄jsl

; κφsk
6= 0 (4.170)

en

Ūjrk
= ζ̄r (−κφsk

)

Nφr
∑

l=1

R̄jrkl
Φ̄jrl

; κφrk
6= 0 (4.171)

De componenten van nulde orde daarentegen worden gegeven door (4.162) en (4.163):

Ūjsk
= 0 ; κφsk

= 0 (4.172)

en

Ūjrk
= RasNrΦ̄trk

; κφrk
= 0 (4.173)

Tenslotte is iedere jukfluxcomponent met orde verschillend van nul rechtstreeks afgeleid van de
corresponderende tandfluxcomponent volgens (4.134) en (4.136):

Φ̄jsk
= ζ̄s(κφsk

) Φ̄tsk
; κφsk

6= 0 (4.174)

Φ̄jrk
= ζ̄r(κφrk

) Φ̄trk
; κφsk

6= 0 (4.175)

Door opeenvolgende substitities aan de hand van de vergelijkingen (4.168)-(4.175) kunnen de
(Nφs+Nφr+2Nφ0) vergelijkingen (4.164)-(4.167) geschreven worden in de (Nφs+Nφr+2Nφ0) onbe-
kenden, met name de tandfluxen en de jukfluxen van nulde orde van stator en rotor.

4.4 Elektrisch netwerk

Het magnetisch netwerk is gekoppeld met een elektrisch netwerk. Enerzijds worden de m.m.k.-
bronnen van het magnetisch netwerk bepaald door de stator- en rotorstromen. Anderzijds worden
de stator- en rotorstromen bepaald door o.a. de gëınduceerde spanning, die kan uitgedrukt worden
in functie van de tandfluxen.
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4.4.1 Statorwikkeling

Wat de statorwikkeling betreft, beschouwen we enkel driefasige heelgroefwikkelingen. Verder wor-
den enkel één- en tweelaagswikkelingen met gescheiden fasezones en 60◦ fasebreedte in aanmerking
genomen. Aangezien eenlaagswikkelingen kunnen beschouwd worden als tweelaagswikkelingen zon-
der spoedverkorting, zullen enkel tweelaagswikkelingen expliciet besproken worden.

Hoewel we ons beperken tot deze klasse wikkelingen kan de werkwijze die in deze paragraaf
wordt uiteengezet eenvoudig worden uitgebreid naar elk type wikkeling dat herleidbaar is tot een
wikkeling dat is opgebouwd uit identieke spoelen, d.i. spoelen met een gelijk aantal windingen en
dezelfde spoelwijdte.

4.4.1.1 Elementaire spoelgroepen

De beschouwde driefasige tweelaagswikkelingen zijn opgebouwd uit elementaire spoelgroepen. Er is
één spoelgroep per pool en per fase wat in totaal, met Np het aantal poolparen, 6Np spoelgroepen
oplevert. Elke spoelgroep heeft w windingen en bestaat uit q identieke spoelen, waarbij q het aantal
statorgleuven per pool en per fase is :

q =
Ns

6Np
(4.176)

De spoelgroepen worden in de statorgleuven aangebracht zoals geschetst in Figuur 4.9 waarbij
één elementaire spoelgroep (nl. spoelgroep 0) in vet is aangeduid en waarbij verder enkel de
spoelgroepen die aan fase U worden toegekend zijn voorgesteld. De aangeduide stroomzinnen in
de spoelzijden komen overeen met een positieve stroom in de spoelgroepen.

De spoelwijdte φ, uitgedrukt in mechanische radialen, is bij diameterwikkelingen gelijk aan π
Np

,
zodat we de spoedverkorting φv als volgt definiëren:

φv =
π

Np
− φ (4.177)

Verder kiezen we de positie van spoelgroep 0 zodanig dat de symmetrie-as van deze spoelgroep
zou samenvallen met het midden van statortand 0 indien er geen spoedverkorting zou zijn. Bij
spoedverkorting is de symmetrie-as van spoelgroep 0 over een hoek φv

2 verschoven t.o.v. tand 0,
zoals aangeduid in Figuur 4.9.

De stroom en de gëınduceerde spanning in de elementaire spoelgroepen worden net als de
grootheden van het magnetisch netwerk in componenten ontbonden.

We beschouwen bijvoorbeeld een stroomcomponent met pulsatie ωk, orde κk en complexe waarde
Īk. De stroom door de spoelgroepen in functie van het rangnummer i en de tijd corresponderend
met deze component wordt gegeven door:

Ii
k(t) = ℜ

(

Īk e
j

(

ωkt−κk
2π

6Np
i

)

)

(4.178)

= ℜ
(

Īi
k ejωkt

)

(4.179)
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Figuur 4.9: Elementaire spoelgroepen van de statorwikkeling

Het verband tussen equivalente stroomcomponenten luidt hierbij als volgt:

(ωk, κk) = ±(ωl, κl + 6aNp) (4.180)

zodat we de volgende voorwaarden aan (ωk, κk) opleggen4:

ωk > 0 rad/s (4.181)

0 < κk ≤ 6Np − 1 (4.182)

4.4.1.1.1 M.m.k.-bronnen van een stroomcomponent Zoals hoger reeds vermeld (zie §4.3.5)
worden de stromen in de statorwikkeling in het magnetisch netwerk weergegeven door middel van
m.m.k.-bronnen in de statortanden, waarbij het potentiaalverschil over de m.m.k.-bron gelijk is aan
de stroom in de spoelkoppen ter hoogte van de betreffende statortand. Om de componenten van
deze m.m.k.-bronnen te bepalen beschouwen we een elementaire stroomcomponent (ωk, κk) met
complexe waarde Īk.

4Merk op dat we hier geen gelijkstroomcomponenten (ωk = 0 rad/s) beschouwen. We veronderstellen immers dat
de aangelegde spanning geen gelijkspanningscomponenten bevat. Aangezien er in de wikkelingen ook geen gelijkspan-
ningscomponenten kunnen gëınduceerd worden, kunnen er geen gelijkstroomcomponenten vloeien.
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De stroom in de elementaire spoelgroepen wordt aldus bepaald door:

Īi
k = Īk e

−jκk
2π

6Np
i

(4.183)

De m.m.k.-bronnen van het magnetische netwerk die hiermee overeenstemmen hebben uiter-
aard dezelfde frequentie, terwijl de ruimtelijke verdeling over de Ns statortanden in Ns Fourier-
componenten kan ontbonden worden:

F̄ i =
Ns−1
∑

κ=0

F̄κ e−jκαsi (4.184)

waarbij de coëfficiënten F̄κ als volgt bepaald worden:

F̄κ =
Ns−1
∑

i=0

F̄ i ejκαsi (4.185)

Beschouwen we eerst enkel de stroom in spoelgroep 0 met Ī0
k = Īk. De m.m.k.-verdeling,

m.a.w. de stroom in de spoelkoppen, die daarmee overeenstemt is weergegeven in Figuur 4.9. Door
superpositie van de Fourier-ontwikkeling van het m.m.k.-verloop van de q spoelen die over een
hoek αs ten opzichte van elkaar verschoven zijn en die samen de elementaire spoelgroep 0 vormen,
bekomen we de volgende coëfficiënten F̄κ:

F̄κ =
sin
(

κφ
2

)

Ns sin
(

καs

2

) e−j
κφv
2

sin
( qκαs

2

)

q sin
(

καs

2

) wĪ0 (4.186)

We kunnen hierbij twee wikkelfactoren definiëren. De eerste is de zonefactor ξz(κ) die te wijten
is aan het feit dat de elementaire spoelgroepen bestaan uit q spoelen over een hoek αs ten opzichte
van elkaar verschoven:

ξz(κ) =
sin
( qκαs

2

)

q sin
(

καs

2

) (4.187)

De tweede is de complexe spoedverkortingsfactor ξ̄v(κ) die zowel een reductie van de amplitude
en als een verdraaiing van de vectoriële voorstelling van de Fourier-componenten veroorzaakt 5:

ξ̄v(κ) = sin

(

κφ

2

)

e−j
κφv
2 (4.188)

Met behulp van deze wikkelfactoren worden de m.m.k.-componenten F̄κ gegeven door:

F̄κ =
w

Ns sin
(

καs

2

) ξ̄v(κ) ξz(κ) Īk (4.189)

5De verdraaiing is een gevolg van het feit dat bij spoedverkorting de symmetrie-as van spoelgroep 0 over een hoek
φv

2
verschoven is t.o.v. statortand 0.
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Aangezien de spoelgroepen in de ruimte over 2π
6Np

ten opzichte van elkaar verschoven zijn en

de stromen die ze voeren over κk
2π

6Np
in de tijd verschoven zijn, worden de componenten van de

m.m.k.-bronnen corresponderend met de stroom in alle spoelgroepen als volgt bepaald:

F̄κ =

6Np−1
∑

i=0

w

Ns sin
(

καs

2

) ξ̄v(κ) ξz(κ) e
jκ π

3Np
i
Īk e

−jκk
π

3Np
i

=





6Np−1
∑

i=0

e
j(κ−κk) 2π

6Np
i





w

Ns sin
(

καs

2

) ξ̄v(κ) ξz(κ) Īk (4.190)

waarbij

6Np−1
∑

i=0

e
j(κ−κk) 2π

6Np
i
=

{

6Np voor κ − κk = 6aNp

0 voor κ − κk 6= 6aNp
(4.191)

Hieruit volgt dat de componenten van de m.m.k.-bronnen die overeenkomen met een elementaire
stroomcomponent Īk met orde κk gegeven worden door :

F̄n =
6Npw

Ns sin
(

κnαs

2

) ξ̄v(κn) ξz(κn) Īk (4.192)

met

κn = κk + 6nNp ; n = 0, . . . , q − 1 (4.193)

Van de Ns Fourier-componenten van de m.m.k. van een elementaire stroomcomponent (met ordes
κ = 0, . . . , Ns − 1) zijn er slechts q verschillend van nul.I i V iRs L�sEi

Figuur 4.10: Elektrisch schema van een elementaire spoelgroep

4.4.1.1.2 Gëınduceerde spanning in elementaire spoelgroepen In Figuur 4.10 wordt het
elektrisch schema van een elementaire spoelgroep voorgesteld. De referentiezin van de spanningsval
wordt gekozen in functie van de positieve stroomzin volgens het V.R.S.. De weerstand Rs is hierbij
de elektrische weerstand van één elementaire spoelgroep terwijl Lσs de spreidingszelfinductantie is
die overeenkomt met de spreidingsflux die niet vervat is in het magnetisch netwerkmodel. Lσs is
dus de spoelkopspreidingsinductantie. Es is de spanning gëınduceerd in de elementaire spoelgroep
door de statortandfluxen.

Voor het bepalen van de gëınduceerde spanning in de elementaire spoelgroepen beschouwen we
een component (ω, κ) van de statortandflux Φts met complexe waarde Φ̄ts en waarbij:

ω > 0 rad/s (4.194)

0 ≤ κ ≤ Ns − 1 (4.195)
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De flux in de i-de statortand wordt bijgevolg gegeven door:

Φ̄i
ts = Φ̄ts e−jκαsi (4.196)

De flux gekoppeld met een spoel (met w
q

windingen) wordt bekomen door de sommatie van de
tandflux in de tanden l = l1, . . . , l2 die de spoel omsluit:

Ψ̄spoel =
w

q

l2
∑

l=l1

Φ̄ts e−jκαsl (4.197)

=
w

q sin
(

καs

2

) ξz(κ) ξ̄∗v(κ) e−jκαs

(

l1+l2
2

)

Φ̄ts (4.198)

zodat de flux gekoppeld met spoelgroep i, bestaande uit q spoelen, gegeven wordt door:

Ψ̄i =
w

sin
(

καs

2

)ξz(κ)ξ̄∗v(κ) e
−jκ 2π

6Np
i
Φ̄ts (4.199)

De beschouwde statorfluxcomponent Φ̄ts (ω, κ) veroorzaakt dus een component van de gekop-
pelde flux bepaald door:

ωk = ω (4.200)

κk = κ − 6aNp zodat 0 ≤ κk ≤ 6Np − 1 (4.201)

Ψ̄k =
w

sin
(

καs

2

) ξz(κ) ξ̄∗v(κ) Φ̄ts (4.202)

en bijgevolg een gëınduceerde spanning:

Ēk = jωkΨ̄k (4.203)

= jωk
w

sin
(

καs

2

)ξz(κ)ξ̄∗v (κ)Φ̄ts (4.204)

4.4.1.2 Spanningsvergelijkingen en m.m.k.-bronnen van de statorwikkeling

Uit de 6Np elementaire spoelgroepen wordt nu een symmetrische driefasige wikkeling opgebouwd.
Hierbij worden de spoelgroepen aan de drie fasen U , V en W toegekend zoals aangeduid in Figuur
4.9. Iedere fase k=0,1,2, corresponderend met de fasen U , V en W , krijgt de spoelgroepen

2k + 3a ; a = 0, . . . , 2Np − 1 (4.205)

toegewezen.

Per poolpaar en per fase worden telkens twee opeenvolgende spoelgroepen, die over π elektrische
radialen verschoven zijn, in serie geschakeld, maar in tegengestelde zin. De stroom in de oneven
spoelgroep 2n + 3 is bijgevolg in principe tegengesteld aan de stroom in even spoelgroep 2n. Deze
serieschakeling van telkens een even en een oneven spoelgroep wordt verder aangeduid met het
begrip ’spoelgroeppaar’.
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Per fase kunnen de Np spoelgroepenparen ofwel in serie ofwel in parallel geschakeld worden.
Bij een parallelschakeling kunnen bovendien per fase de even en de oneven spoelgroepen in parallel
geschakeld worden door middel van zgn. equipotentiaalverbindingen. In dit geval zijn de stromen in
de even en de oneven spoelgroepen niet meer noodzakelijk elkaars tegengestelde. Dit wordt verder
verduidelijkt.

Hoewel er nog andere mogelijkheden van serie- en parallelschakelingen zijn, worden hier enkel
drie gevallen behandeld, met name :

1. parallelschakeling van de spoelgroepparen van elke fase met het aanbrengen van equipoten-
tiaalverbindingen

2. parallelschakeling van de spoelgroepparen van elke fase zonder equipotentiaalverbindingen

3. serieschakeling van de spoelgroepparen van elke fase

Voor elke van deze drie gevallen wordt besproken hoe de stroomverdeling in de statorwikkeling
kan worden beschreven. In geval 3 volstaan bijvoorbeeld de stromen in de drie fasen terwijl in
geval 1 de stromen in de 6Np elementaire spoelgroepen nodig zijn om de stroomverdeling volledig
te bepalen.

Verder worden voor ieder geval de m.m.k.-bronnen bepaald die met een bepaalde stroomcom-
ponent geassocieerd zijn, worden de gëınduceerde spanningen in functie van de statortandfluxen
bepaald, en wordt tenslotte een stelsel spanningsvergelijkingen opgesteld. Hierbij wordt gebruik
gemaakt van de resultaten van §4.4.1.1 voor de m.m.k. en de gëınduceerde spanning van elementaire
spoelgroepen.

Wat de fasewikkelingen in hun geheel betreft, deze kunnen in ster of in driehoek geschakeld
zijn. Bij een sterschakeling kan het sterpunt al dan niet verbonden zijn met de neutrale, wat
we verder zullen aanduiden met ’verbonden ster’ of ’niet-verbonden ster’. De spanning over de
fasewikkelingen wordt als volgt in componenten ontbonden:

V k
f (t) =

∑

l

ℜ
(

V̄fl
eωvl

t−κvl
2π
3

k
)

; k = 0, 1, 2 (4.206)

met

ωvl
> 0 rad/s (4.207)

κvl
= 0, 1, 2 (4.208)

Bij een driehoekschakeling wordt de spanning over iedere fasewikkeling opgedrongen, waarbij de
homopolaire spanning V̄fl

met κvl
= 0 steeds nul is. Bij verbonden ster wordt eveneens de spanning

over iedere fase opgedrongen, waarbij eventueel wel een homopolaire spanning kan aanwezig zijn. Bij
een niet-verbonden sterschakeling wordt de homopolaire fasespanning niet opgedrongen. Enkel de
directe en de inverse spanningscomponenten worden dus opgedrongen, terwijl er geen homopolaire
fasestroom kan vloeien.
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Figuur 4.11: Elektrisch netwerk van de statorwikkeling bij parallelschakeling van de spoelgroep-
paren met equipotentiaalverbindingen

4.4.1.2.1 Parallelschakeling met equipotentiaalverbindingen De opbouw van fasewik-
keling k (k = 0, 1, 2) uit elementaire spoelgroepen wordt voorgesteld in Figuur 4.11.

Iedere even spoelgroep toegewezen aan de fase k, gegeven door

i+ = 2k + 6l; l = 0, . . . , Np − 1 (4.209)

wordt in serie geschakeld, maar in tegengestelde zin, met de corresponderende oneven spoelgroep
gegeven door:

i− = 2k + 3 + 6l; l = 0, . . . , Np − 1 (4.210)

zodat per fase Np spoelgroepparen worden gevormd (l = 0, . . . , Np − 1).

Bovendien worden de middelpunten van de spoelgroepparen met elkaar verbonden door middel
van equipotentiaalverbindingen, zodat niet alleen de spoelgroepparen, maar ook de even en de
oneven spoelgroepen afzonderlijk in parallel staan.

De variabelen van het elektrisch netwerk zijn in deze schakeling de stromen en de gëınduceer-
de spanningen in de afzonderlijke spoelgroepen. Net als voor het magnetisch netwerk wordt een
lijst opgesteld met de componenten van deze grootheden die in aanmerking worden genomen voor
de numerieke modellering van de machine. De stromen en de spanningen worden aldus als volgt
geformuleerd:

Ii
s(t) =

Nis
∑

k=1

ℜ
(

Īsk
e
j

(

ωisk
t−κisk

2π
6Np

i

)

)

(4.211)
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Ei
s(t) =

Nis
∑

k=1

ℜ
(

Ēsk
e
j

(

ωisk
t−κisk

2π
3Np

i

)

)

(4.212)

waarbij de componenten (ωisk
, κisk

) voldoen aan de voorwaarden:

ωisk
> 0 rad/s (4.213)

0 < κisk
≤ 6Np − 1 (4.214)

De componenten van de m.m.k.-bronnen geassocieerd met een stroomcomponent k worden
volgens (4.192) gegeven door:

F̄sl
=

6Npw

Ns sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄v(κφsl
) ξz(κφsl

) Īsk
(4.215)

waarbij het verband tussen de componenten l van het magnetisch netwerk en de componenten k
van het elektrisch netwerk als volgt luidt:

ωφsl
= ωisk

(4.216)

κφsl
= κisk

+ 6aNp ; a = 0, . . . , q − 1 (4.217)

Elke component van de m.m.k.-bronnen is bepaald door slechts één stroomcomponent. De
m.m.k.-bronnen geassocieerd met twee verschillende stroomcomponenten hebben immers geen ge-
meenschappelijke elementen. Omgekeerd wordt elke stroomcomponent in het magnetisch netwerk
voorgesteld door q m.m.k.-componenten.

Analoog wordt een component k van de gëınduceerde spanning bepaald door q componenten
van de statortandflux. Volgens (4.204) worden deze spanningen gëınduceerd in de spoelgroepen
gegeven door:

Ēsk
= jωisk

∑

l

w

sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄∗v(κφsl
) ξz(κφsl

) Φ̄tsl
(4.218)

met

ωφsl
= ωisk

(4.219)

κφsl
= κisk

+ 6aNp ; a = 0, . . . , q − 1 (κφsl
modulo 6Np = κisk

) (4.220)

Op basis van de topologie van het elektrisch netwerk kunnen een reeks spanningsvergelijkingen
worden opgesteld. Dankzij de lineariteit van de netwerkelmenten Rs en Lσs kunnen de elektrische
vergelijkingen voor de verschillende componenten ontkoppeld worden. De elektrische netwerkver-
gelijkingen, die worden afgeleid in Appendix F, kunnen als volgt worden samengevat:

• Voor alle stroomcomponenten met ordes die geen veelvoud van Np zijn geldt de volgende
vergelijking:

Ēsk
+ (Rs + jωisk

Lσs) Īsk
= 0 voor κisk

6= aNp (4.221)
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• Voor componenten met ordes die een oneven veelvoud van Np zijn, m.a.w. voor

κisk
= aNp ; a = 1, 3, of 5 (4.222)

is de spanning over de spoelgroepparen gelijk aan de aangelegde fasespanning:

2
[

Ēsk
+ (Rs + jωisk

Lσs) Īsk

]

= V̄fl (4.223)

met

ωisk
= ωv,l (4.224)

κisk

Np
modulo 3 = κv,l (4.225)

Bij niet-verbonden sterschakeling vallen de spanningsvergelijkingen voor κisk
= 3Np, m.a.w.

voor de homopolaire spanningscomponenten, weg. Deze vergelijkingen worden gecompenseerd
door de vereiste dat er geen homopolaire fasestromen vloeien zodat bij het opstellen van de
lijst van de stroomcomponenten de ordes κisk

= 3Np kunnen worden weggelaten.

• Stroomcomponenten met ordes die een even veelvoud zijn van Np kunnen niet voorkomen
omdat de som van de stromen van de even spoelzijden en die van de oneven spoelzijden in dit
geval niet elkaars tegengestelde zijn. Bij het opstellen van de lijst van stroomcomponenten
mogen de ordes

κisk
= aNp ; a = 0, 2, en 4 (4.226)

a priori uitgesloten worden.

4.4.1.2.2 Parallelschakeling zonder equipotentiaalverbindingen Indien men de equipo-
tentiaalverbindingen weglaat, kan men de stroomverdeling in de wikkeling beschrijven aan de hand
van de stromen in de spoelgroepparen i.p.v. in de afzonderlijke elementaire spoelgroepen.

Als we i′ gebruiken voor de rangnummers van de spoelgroepen en i voor die van de spoel-
groepparen, zoals aangeduid in Figuur 4.12, bestaat spoelgroeppaar i uit de spoelgroepen i′ = 2i
en i′ = 2i + 3 die een tegengestelde stroom voeren. In Figuur 4.12 werd bijvoorbeeld de het
spoelgroeppaar 0 in vet aangeduid. De aangeduide stroomzinnen in de spoelzijden stemmen hier-
bij overeen met een positieve stroom in de spoelgroepparen. Verder worden aan ieder fase k de
spoelgroepparen

i = k + 3l ; l = 0, . . . , Np − 1 (4.227)

toegekend. Het elektrisch netwerk van een fase k wordt voorgesteld in Figuur 4.13. De grootheden
Ii, Ei, V i, Rs en Lσs hebben hierbij betrekking op een spoelgroeppaar (i.p.v. op een spoelgroep
zoals in vorige paragraaf).

De elektrische vergelijkingen worden nu uitgedrukt aan de hand van de stroom, de gekoppelde
flux en (dus) de gëınduceerde spanning in de 3Np spoelgroepparen, d.i. één spoelgroeppaar per
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Figuur 4.12: Statorwikkeling bij parallelschakeling van de spoelgroepparen zonder equipotentiaal-
verbindingen l = Np � 1

V kfEi V iI i L�sRs l = 2l = 1l = 0
i = k + 3l

Ikf
Figuur 4.13: Elektrisch netwerk van de statorwikkeling bij parallelschakeling van de spoelgroep-
paren zonder equipotentiaalverbindingen

fase en per poolpaar. Er wordt een lijst opgesteld van de componenten van deze elektrische groot-
heden die in aanmerking worden genomen, zodat de stroom in de spoelgroepparen, en analoog de
gekoppelde flux en de gëınduceerde spanning, geschreven worden als:

Ii
s(t) =

Nis
∑

k=1

ℜ
[

Īsk
e
j

(

ωisk
t−κisk

2π
3Np

i

)

]

(4.228)

met

ωisk
> 0 rad/s (4.229)

0 ≤ κisk
≤ 3Np − 1 (4.230)
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Voor de bepaling van de m.m.k.-bronnen geassocieerd met een stroomcomponent k, m.a.w.
met een bepaalde stroomverdeling in de spoelgroepparen, beschouwt men de componenten van de
stroomverdeling in de elementaire spoelgroepen die hiermee overeenstemmen. Door superpositie
van de m.m.k.-bronnen die met deze stromen in de elementaire spoelgroepen gepaard gaan, bekomt
men de m.m.k.-bronnen van de beschouwde stroomcomponent.

We beschouwen een stroomcomponent k uit de reeks (4.228) met pulsatie ωisk
, orde κisk

en
complexe waarde Īisk

. De stroom in de elementaire spoelgroepen, aangeduid met Ī ′, die met deze
stroomcomponent van de stroom in de spoelgroepparen overeenstemt, is als volgt bepaald. In de
even spoelgroepen i′ = 2i vloeit de stroom van spoelgroeppaar i, terwijl in de oneven spoelgroepen
de i′ = 2i + 3 de tegengestelde stroom vloeit:







Ī ′2i = Īi
sk

= Īisk
e
−jκisk

2π
3Np

i

Ī ′2i+3 = −Īi
sk

= −Īisk
e
−jκisk

2π
3Np

i
i = 0, . . . , 3Np − 1 (4.231)

De stroomverdeling in de elementaire spoelgroepen wordt d.m.v. een Fourier-ontwikkeling ont-
bonden in een reeks componenten met orde κ′ (met 0 ≤ κ′ ≤ 6Np − 1) en waarde Ī ′κ′ , gegeven
door:

Ī ′κ′ =
1

6Np

6Np−1
∑

i′=0

Ī ′i
′

e
jκ′ 2π

6Np
i′

(4.232)

=
1

6Np

3Np−1
∑

i=0

(

Ī ′2i e
jκ′ 2π

6Np
2i

+ Ī ′2i+3 e
jκ′ 2π

6Np
(2i+3)

)

(4.233)

=
1

6Np

3Np−1
∑

i=0

(

Īsk
e
j(κ′−κisk

) 2π
3Np

i − Īsk
e
jκ′ π

Np e
j(κ′−κisk

) 2π
3Np

i
)

(4.234)

=
1

2

(

1 − e
jκ′ π

Np

)

Īsk





1

6Np

3Np−1
∑

i=0

e
j(κ′

−κisk
) 2π
3Np

i



 (4.235)

Wegens de sommatie in (4.235) is Īκ′ enkel verschillend van nul voor de volgende twee waarden
van de orde κ′ :

κ′ = κisk
+ 3aNp ; a = 0, 1 (4.236)

en wordt voor deze ordes Īκ′ gegeven door:

Ī ′κ′ =
1

2

(

1 − e
jκ′ π

Np

)

Īsk
(4.237)

Met beide componenten (4.236) is een reeks m.m.k.-componenten geassocieerd waarvan de ordes
κφsl

volgens (4.193) gegeven worden door:

voor κ′ = κisk
: κφsk

= κ′ + 6aNp = κisl
+ 6aNp

voor κ′ = κisk
+ 3Np : κφsl

= κ′ + 6aNp = κisk
+ 3Np + 6aNp

(4.238)
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met a = 0, . . . , q − 1 .

Beide reeksen waarden voor κφsl
hebben geen gemeenschappelijke elementen en kunnen samen

genoteerd worden als:

κφsl
= κisk

+ 3aNp ; a = 0, . . . , 2q − 1 (4.239)

Gebruik makend van

κφsl
= κ′ + 6aNp ⇒ e

jκ′ π
Np = e

jκφsl
π

Np (4.240)

kunnen we, op basis van de elementaire stroomcomponenten (4.237), de hiermee geassocieerde
m.m.k.-bronnen gegeven door (4.192) en de ordes (4.239) van deze m.m.k.-bronnen, besluiten dat de
m.m.k.-componenten die de beschouwde stroomcomponent k weergeven in het magnetisch netwerk
gegeven worden door:

F̄sl
=

3Npw

Ns sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄v(κφsl
) ξz(κφsl

)
(

1 − e
jκφsl

π
Np

)

Īsk
(4.241)

met

ωφsl
= ωisk

(4.242)

κφsl
= κisk

+ 3aNp ; a = 0, . . . , 2q − 1 (4.243)

κφsl
6= 2aNp (4.244)

In principe zijn er 2q m.m.k.-componenten per component van de stroom in de spoelgroepparen.
Indien κisk

echter een veelvoud is van Np zijn er slechts q componenten verschillend van nul wegens

de factor
(

1 − e
jκφsl

π
Np

)

in (4.241) die nul wordt voor κφsl
= 2aNp. We kunnen deze ordes dus

uitsluiten, vandaar de bijkomende voorwaarde (4.244).

Voor het bepalen van de gëınduceerde spanning in de spoelgroepparen, beschouwen we een
component van de statortandflux Φ̄tsl

(ωφsl
, κφsl

). Aangezien een spoelgroeppaar i is opgebouwd
uit de spoelgroepen i′ = 2i en i′ = 2i + 3, wordt de flux gekoppeld met de spoelgroepparen i als
volgt afgeleid van de fluxen Ψ̄′ gekoppeld met de afzonderlijke spoelgroepen die gegeven worden
door (4.199) :

Ψ̄i = Ψ̄′2i − Ψ̄′2i+3 (4.245)

=
w

sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄∗v(κφsl
) ξz(κφsl

)
(

e
−jκφsl

π
3Np

2i − e
−jκφsl

π
3Np

(2i+3)
)

Φ̄tsl
(4.246)

=
w

sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄∗v(κφsl
) ξz(κφsl

)
(

1 − e
−jκφsl

π
Np

)

e
−jκ 2π

3Np
i
Φ̄tsl

(4.247)

waarbij de orde κ van de flux gekoppeld met de spoelgroepparen gegeven wordt door:

κ = κφsl
modulo 3Np (4.248)
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Aangezien de gekoppelde flux Ψ̄i nul wordt voor κφsl
= 2aNp, kunnen we uit de uitdrukking

(4.247) voor de gekoppelde flux besluiten dat de k-de component van de gëınduceerde spanning in
de spoelgroepparen gegeven wordt door:

Ēsk
= jωisk

∑

l

w

sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄∗v(κφsl
) ξz(κφsl

)
(

1 − e
−jκφsl

π
Np

)

Φ̄tsl
(4.249)

met

ωφsl
= ωisk

(4.250)

κφsl
= κisk

+ 3aNp ; a = 0, . . . , 2q − 1 (κφsl
modulo 3Np = κisk

) (4.251)

κφsl
6= 2aNp (4.252)

Elke component van de gëınduceerde spanning wordt volgens (4.251) bepaald door 2q verschil-
lende statorfluxcomponenten, behalve voor componenten met orde κisk

= aNp die wegens (4.252)
slechts door q statorfluxcomponenten worden bepaald.

Voor het opstellen van de spanningsvergelijkingen verwijzen we opnieuw naar Appendix F. Ze
kunnen als volgt worden samengevat:

• Voor alle stroomcomponenten met ordes die geen veelvoud van Np zijn geldt de volgende
spanningsvergelijking:

Ēsk
+ (Rs + jωisk

Lσs) Īsk
= 0 voor κisk

6= aNp (4.253)

• Voor componenten met ordes die een veelvoud van Np zijn, m.a.w. voor

κisk
= aNp ; a = 0, 1, of 2 (4.254)

is de spanning over de spoelgroepparen gelijk aan de aangelegde fasespanning:

2
[

Ēsk
+ (Rs + jωisk

Lσs) Īsk

]

= V̄fl
(4.255)

met

ωisk
= ωvl

(4.256)
κisk

Np
modulo 3 = κvl

(4.257)

Bij niet-verbonden sterschakeling vervallen de spanningsvergelijkingen voor de homopolaire
spanningscomponenten κisk

= 0, waarbij eveneens bij het opstellen van de lijst van stroom-
componenten de componenten met ordes κisk

= 0 kunnen worden weggelaten.
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4.4.1.2.3 Serieschakeling Bij de derde schakeling die hier behandeld wordt, worden alle
spoelgroepen die aan een fase worden toegekend in serie geschakeld. De even en oneven spoelgroepen
i′ van een fase i (i = 0, 1, 2) worden, zoals ook aangeduid in Figuur 4.14, gegeven door

{

i′ = 2i + 6a
i′ = 2i + 3 + 6a

a = 0, . . . , Np − 1 (4.258)

waarbij zoals steeds de even en de oneven spoelgroepen in tegengestelde zin zijn geschakeld.

De stroomverdeling wordt nu volledig bepaald door de drie fasestromen die in de volgende reeks
ontbonden worden:

Ii
s(t) =

Nis
∑

k=1

ℜ
(

Īsk
ej(ωisk

t−κisk
2π
3

i)
)

(4.259)

met

ωisk
> 0 rad/s (4.260)

κisk
= 0, 1, of 2 (4.261)

In Figuur 4.14 is bijvoorbeeld een deel van fasewikkeling U (i=0) weergegeven, waarbij de
aangeduide stroomzin in de spoelzijden overeenstemt met een positieve fasestroom. Het elektrischi0i0ii 0 01 1 200 20 U1 1

�W V �U W �V
1

�WU
22 12 20 12 3 4 6 70 5402 36Np-26Np-3 6Np-1 50

Figuur 4.14: Statorwikkeling bij serieschakelingV iI i Ei Rs L�sV if
Figuur 4.15: Elektrisch netwerk van de statorwikkeling bij serieschakeling van de spoelgroepparen
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netwerk van een fase i is voorgesteld in Figuur 4.15, waarbij de grootheden Ii, Ei, V i, Rs en Lσs

nu betrekking hebben op een volledige fasewikkeling.

Voor de bepaling van de m.m.k.-bronnen geassocieerd met iedere stroomcomponent Īsk
(ωisk

, κisk
),

beschouwen we opnieuw de stroomverdeling I ′ in de elementaire spoelgroepen die met een stroom-
component k overeenkomt. De stroom door de even spoelgroepen is gelijk aan de fasestroom terwijl
de oneven spoelgroepen het tegengestelde van de fasestroom voeren:

{

Ī ′2i+6l = Īi
sk

= Īκisk
e−jκisk

2π
3

i

Ī ′2i+3+6l = −Īi
sk

= −Īκisk
e−jκisk

2π
3

i
i = 0, 1, 2 ; l = 0, . . . , Np − 1 (4.262)

Door middel van een Fourier-ontwikkeling wordt deze stroomverdeling I ′ ontbonden in een reeks
componenten met ordes κ′ (0κ′ ≤ 6Np − 1) waarbij de complexe waarde gegeven wordt door:

Ī ′κ′ =
1

6Np

Np−1
∑

l=0

2
∑

i=0

(

Ī ′2i+6l e
jκ′ π

3Np
(2i+6l)

+ Ī ′2i+3+6l e
jκ′ π

3Np
(2i+3+6l)

)

(4.263)

=
1

6Np

Np−1
∑

l=0

e
jκ′ 2π

Np
l

2
∑

i=0

(

Īκ e
j(κ′

−κNp) 2π
3Np

i − Īκ e
jκ′ π

Np e
j(κ′

−κNp) 2π
3Np

i
)

(4.264)

=
1

6Np





Np−1
∑

l=0

e
jκ′ 2π

Np
l





(

1 − e
jκ′ π

Np

)

(

2
∑

i=0

ej(κ′−κisk
Np) 2π

3
i

)

Īsk
(4.265)

Wegens de eerste sommatie (over de index l) in (4.265) is Ī ′κ′ slechts verschillend van nul als κ′

een Np-voud is:

κ′ = aNp (4.266)

In dit geval is de tweede sommatie (over de index i) in (4.265) slechts verschillend van nul indien
κ′ voldoet aan:

κ′

Np
= κisk

+ 3a ; a = 0, 1 (4.267)

Bovendien moet κ′ een oneven veelvoud van Np zijn opdat de factor 1 − e
jκ′ π

Np in (4.265) niet
nul zou worden:

κ′ = (2a + 1)Np (4.268)

Uit de voorwaarden (4.266), (4.267) en (4.268) volgt dat voor de drie mogelijke waarden van
κisk

de stroom in de elementaire spoelgroepen slechts één component bevat waarvan de orde κ′

gegeven wordt door:

κisk
= 0 ⇒ κ′ = 3Np

κisk
= 1 ⇒ κ′ = Np (4.269)

κisk
= 2 ⇒ κ′ = 5Np
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of kortweg:

κ′ =

(

κisk
+ 3

1 + (−1)κisk

2

)

Np (4.270)

Voor deze waarden van κ′ is volgens (4.265) Ī ′κ′ gelijk aan de beschouwde component van
fasestroom:

Ī ′κ′ = Īsk
(4.271)

De reeks componenten van de m.m.k. geassocieerd met een component k van de fasestroom
wordt dus rechtstreeks gegeven door de m.m.k.-bronnen van de overeenkomstige elementaire stroom-
component met orde κ′ gegeven door (4.270). Volgens (4.270), (4.271) en(4.192), worden de compo-
nenten van de m.m.k.-bronnen in het magnetisch netwerk die een component k van de fasestroom
voorstellen gegeven door :

F̄sl
=

6Npw

Ns sin
(

κφsl
αs

2

) ξz(κφsl
) ξ̄v(κφsl

) Īsk
(4.272)

met

ωφsl
= ωisk

(4.273)

κφsl
=

(

κisk
+ 3

1 + (−1)κ

2
+ 6a

)

Np ; a = 0, . . . , q − 1 (4.274)

We beschouwen verder een statortandfluxcomponent Φ̄tsl
(ωφsl

, κφsl
) voor het bepalen van de

gekoppelde flux met de fasewikkelingen. Aan de hand van de opbouw van de fasewikkeling uit de
even en oneven spoelgroepen volgens (4.258) en van de flux gekoppeld met elke spoelgroepp volgens
(4.199) wordt de flux gekoppeld met fasewikkeling i gegeven door:

Ψ̄i =

Np−1
∑

l=0

Ψ̄′2i+6l − Ψ̄′2i+3+6l (4.275)

=
w

sin
(

κφsl
αs

2

) ξz(κφsl
) ξ̄∗v(κφsl

)

Np−1
∑

l=0

e
−jκφsl

2π
Np

l
(

1 − e
−jκφsl

π
Np

)

e
−jκφsl

2π
3Np

i
Φ̄tsl

=
w

sin
(

κφsl
αs

2

) ξz(κφsl
) ξ̄∗v(κφsl

)

Np−1
∑

l=0

e
−jκφsl

2π
Np

l
(

1 − e
−jκφsl

π
Np

)

e−jκ 2π
3

i Φ̄tsl
(4.276)

waarbij de gekoppelde flux enkel verschillend is van nul indien

κφsl
= (2a + 1)Np (4.277)

en waarbij de orde κ (met 0 ≤ κ ≤ 2) van de flux gekoppeld met de fasewikkelingen gegeven wordt
door:

κ =
κφsl

Np
modulo 3 (4.278)
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Een statortandfluxcomponent l waarvan de orde voldoet aan (4.277) veroorzaakt dus een flux
gekoppeld met de fasewikkelingen met orde κ gegeven door (4.278) en met complexe waarde in de
i-de fase:

Ψ̄i =
2Npw

sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄∗v(κφsl
) ξz(κφsl

) e−jκ 2π
3

i Φ̄tsl
(4.279)

De voorwaarde voor κφsl
(4.277) en het verband tussen κ en κφsl

(4.278) kunnen samen weer-
gegeven worden door de volgende vergelijking:

κφsl
=

(

κ + 3
1 + (−1)κ

2
+ 6a

)

Np ; a = 0, . . . , q − 1 (4.280)

Elke component van de gekoppelde flux en de gëınduceerde spanning in de fasewikkelingen
wordt dus bepaald door q componenten van de statortandflux. De componenten van de gëınduceerde
spanning worden bijgevolg als volgt uitgedrukt in functie van de componenten van de statortandflux:

Ēsk
= jωisk

∑

l

2Npw

sin
(

κφsl
αs

2

) ξ̄∗v(κφsl
) ξz(κφsl

) Φ̄tsl
(4.281)

met

ωφsl
= ωisk

(4.282)

κφsl
= (κisk

+
1 + (−1)κisk

2
+ 6a)Np ; a = 0, . . . , q − 1 (4.283)

Bij serieschakeling luiden de spanningsvergelijkingen als volgt (zie ook Appendix F):

Ēsk
+ (Rs + jωisk

Lσs) Īsk
= V̄fl

(4.284)

met

ωisk
= ωvl

(4.285)

κisk
= κvl

(4.286)

Bij niet-verbonden ster komen homopolaire stromen (κisk
= 0) niet voor, en vervalt de corre-

sponderende spanningsvergelijking.

4.4.2 Rotorkooi

Voor het opstellen van de elektrische vergelijkingen van de rotorkooi beschouwen we het elektrisch
netwerk voorgesteld in Figuur 4.16. De grootheden met index b hebben betrekking op de staven
(baren) van de rotorkooi terwijl de index e de grootheden van de eindringen aanduidt.
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Figuur 4.16: Elektrisch circuit van de rotorkooi

Voor de eenvoud nemen we hierbij aan dat de asfluxen aan beide asuiteinden gelijk zijn, of
m.a.w. dat de reluctanties van de sluitweg van de asflux buiten de kern aan beide uiteinden van de
machine gelijk zijn. Aangezien de spanningen gëınduceerd in beide eindringen door de asflux dan
gelijk zijn, zijn in iedere rotorsector de stromen in beide eindringsegmenten aan elkaar gelijk.

Aangezien het elektrisch netwerk van de rotor (de rotorkooi) net als het magnetisch netwerk van
de rotor opgebouwd is uit Nr rotorsectoren, elk bestaande uit één rotorstaaf en één eindringsegment,
worden de elektrische grootheden (stromen, gëınduceerde spanningen, ...) van de rotorkooi op
dezelfde manier in componenten ontbonden als de magnetische grootheden van de rotor. De stroom
in het i-de eindringsegment (van beide eindringen) wordt als volgt in componenten ontbonden:

Ii
e(t) =

∑

k=1

Nirℜ
(

Īek
ej(ωirk

t−κirk)
)

(4.287)

met

ωirk
> 0 rad/s (4.288)

0 ≤ κirk
≤ Nr − 1 (4.289)

De componenten (ωirk
, κirk

) van de elektrische grootheden zijn dezelfde als de componenten (ωφrk
,

κφrk
) van de magnetische grootheden, met dien verstande dat bij de elektrische grootheden de

componenten met pulsatie gelijk aan nul worden uitgesloten, aangezien er geen gelijkspanning in
de rotorkooi kan gëınduceerd worden.

De rotorstromen worden in het magnetisch netwerk weergegeven door m.m.k.-bronnen in de
rotortanden met een potentiaalverschil gelijk aan de stroom in de eindringen, zoals uiteengezet in
§4.3.5. De componenten van de m.m.k.-bronnen zijn dus gelijk aan de corresponderende compo-
nenten van de stromen in de eindringen:

F̄rl
= Īek

(4.290)
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met

ωφrl
= ωirk

(> 0 rad/s) (4.291)

κφrl
= κirk

(4.292)

Ook de elektrische netwerkvergelijkingen kunnen worden uitgedrukt in functie van de stromen
in de eindringsegmenten. De componenten van de staafstromen kunnen immers als volgt geschreven
worden in functie van de componenten van de stroom in de eindringen:

Ii
b = Ii

e − Ii−1
e (4.293)

⇒ Ībk
=

1

ζ̄r(−κirk
)
Īek

; k = 1, . . . , Nir (4.294)

waarbij

1

ζ̄r(−κirk
)

= 0 voor κirk
= 0 (4.295)

zodat er geen staafstromen van nulde orde voorkomen. De som van de staafstromen moet inderdaad
gelijk aan nul zijn.

De gëınduceerde spanning in de lussen van het elektrisch netwerk kan voorgesteld worden d.m.v.
spanningsbronnen in de eindringsegmenten, zoals weergegeven in Figuur 4.16, die gegeven worden
door:

Ēek
=

1

2
jωirk

Φ̄trl
(4.296)

met

ωφrl
= ωirk

(> 0 rad/s) (4.297)

κφrl
= κirk

(4.298)

Inderdaad, beschouwen we ten eerste de spanningsvergelijkingen voor de lussen van het elek-
trisch netwerk, bestaande uit twee naburige rotorstaven i en i + 1 verbonden door de correspon-
derende eindringsegmenten i, zoals aangeduid in Figuur 4.16. De flux gekoppeld met de i-de lus
is gelijk aan de flux in de i-de rotortand, zodat de spanningsbronnen Ee die gegeven worden door
(4.296) en die per lus twee keer voorkomen (zie Figuur 4.16), de gëınduceerde spanning in de lussen
correct weergeven.

De spanningsvergelijkingen in de lussen leiden tot de volgende vergelijkingen voor de stroom-
componenten :

2
[

Ēek
+ (Re + jωirk

Lσe) Īek

]

+ (Rb + jωirk
Lσb)

Ībk

ζ̄r (κirk
)

= 0 (4.299)
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die met behulp van (4.294) en (4.137) als volgt in functie van de componenten van de stroom in de
eindringsegmenten kunnen geschreven worden:

Ēek
+
[

Re + jωirk
Lσe + sin2 (κirk

) (Rb + jωirk
Lσb)

]

Īek
= 0 ; k = 1, . . . , Nir (4.300)

Beschouwen we ten tweede een lus van het elektrisch netwerk van de rotor gevormd door een
eindring. Wegens de gemaakte veronderstelling dat de asfluxen aan beide uiteinden gelijk zijn, is
de flux gekoppeld met deze lus gelijk aan de helft van de totale asflux. Aangezien de asflux gelijk is
aan de som van de rotortandfluxen van nulde orde, worden de componenten van de flux gekoppeld
met een eindring dus gegeven door:

Ψek
=

1

2
NrΦ̄trk

met κirk
= 0 (4.301)

Uit het elektrisch netwerk van Figuur 4.16 en de uitdrukking voor de spanningsbronnen (4.296)
volgt dat deze spanningsbronnen eveneens de gëınduceerde spanningen in de eindringen correct
weergeven. Voor stroomcomponenten van nulde orde (κirk

= 0), m.a.w. voor de kringstromen in
de eindringen, herleiden de vergelijkingen (4.300) zich immers tot :

Ēek
+ (Re + jωirk

Lσe) Īek
= 0 voor κirk

= 0 (4.302)

die met behulp van (4.296) als volgt kunnen genoteerd worden:

jωirk

Nr

2
Φrk

+ Nr (Re + jωirk
Lσe) Īek

= 0 ; κirk
= 0 (4.303)

4.5 Koppeling van de magnetische en de elektrische netwerkver-

gelijkingen

De koppeling van de magnetische en de elektrische netwerkvergelijkingen die in vorige paragrafen
zijn afgeleid laat ons nu toe de magnetische en elektrische grootheden van het model te bepalen
in functie van de aangelegde spanning. Dit gebeurt aan de hand van een stelsel algebräısche
vergelijkingen dat als volgt wordt opgesteld:

1. We beschouwen de volgende magnetische netwerkvergelijkingen opgesteld in §4.3.6.2: (4.164),
(4.165), (4.166) en (4.166). Door middel van de vergelijkingen (4.168)-(4.175) kunnen deze
vergelijkingen omgevormd worden tot vergelijkingen met de componenten van de stator- en
rotortandflux en de componenten van de stator- en rotorjukflux van nulde orde als onbekenden
en de spanningsval over de m.m.k.-bronnen als brontermen. Dit zijn (Nφs + Nφr + 2Nφ0)
vergelijkingen met evenveel onbekenden, m.a.w. één vergelijking per tandfluxcomponent en
één vergelijking per jukfluxcomponent van nulde orde. Deze vergelijkingen laten dus toe de
tandfluxen en de jukfluxen van nulde orde te berekenen in functie van de m.m.k.-bronnen.

2. We beschouwen verder de elektrische netwerkvergelijkingen opgesteld in §4.4. Voor de drie
beschouwde types van de statorwikkeling, respectievelijk besproken in §4.4.1.2.1, §4.4.1.2.2 en
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§4.4.1.2.3, kan per statorstroomcomponent een spanningsvergelijking worden opgesteld met
de gëınduceerde en de aangelegde spanning als brontermen. Deze spanningsvergelijkingen
worden gegeven door (4.221) en (4.223) bij een parallelschakeling van de spoelgroepparen
met equipotentiaalverbindingen, door (4.253) en (4.255) bij een parallelschakeling zonder
equipotentiaalverbindingen en door (4.284) bij een serieschakeling van de spoelgroepparen.

Voor de rotorkooi kan, zoals besproken in §4.4.2 per component van de stroom in de eindrings-
egmenten een spanningsvergelijking (4.300) worden opgesteld met de gëınduceerde spanning
als bronterm, die zich voor de stroomcomponenten van nulde orde herleidt tot de spannings-
vergelijking (4.302).

De spanningsvergelijkingen voor de statorwikkeling en rotorkooi vormen dus Nis +Nir verge-
lijkingen met evenveel onbekenden die ons toelaten de statorstromen en de rotorstromen in
de eindringsegmenten te berekenen in functie van de aangelegde en de gëınduceerde spanning.

3. Tenslotte beschouwen we de wederzijdse koppeling tussen het magnetisch en het elektrisch
netwerk.

Enerzijds worden de brontermen van de magnetische netwerkvergelijkingen, nl. de com-
ponenten van het potentiaalverschil over de m.m.k.-bronnen, uitgedrukt in functie van de
onbekenden van de elektrische vergelijkingen, net name de stroomcomponenten. Voor de drie
behandelde types van statorwikkelingen worden de m.m.k.-bronnen respectievelijk gegeven
door (4.215), (4.241) en (4.272) in functie van de statorstromen. Voor de rotor zijn de com-
ponenten van de m.m.k.-bronnen gelijk aan de corresponderende componenten van de stroom
in de eindringsegmenten, zoals uitgedrukt door (4.290).

Anderzijds worden de gëınduceerde spanningen, die naast de aangelegde spanning als bron-
term voor de elektrische vergelijkingen optreden, uitgedrukt in functie van de onbekenden
van het magnetisch netwerk, meer bepaald in functie van de stator- en rotortandfluxen. Voor
de drie beschouwde statorwikkelingstypes worden de componenten van de gëınduceerde span-
ning geschreven in functie van de statortandfluxcomponenten volgens respectievelijk (4.218),
(4.249) en (4.281). De spanningsbronnen die de gëınduceerde spanning voorstellen in het
elektrisch netwerk van de rotor worden bepaald door de rotortandfluxen volgens (4.296).

Het gekoppeld magnetisch-elektrisch netwerk resulteert aldus in een stelsel met Nφs + Nφr +
2Nφ0 +Nis +Nir complexe onbekenden, nl. de Nφs +Nφr componenten van de stator- en rotortand-
flux, de 2Nφ0 jukfluxcomponenten van nulde orde in stator en rotor, de Nis statorstroomcompo-
nenten en de Nir componenten van de stroom in de eindringsegmenten van de rotorkooi. Dit stelsel
wordt omgevormd tot een stelsel algebräısche vergelijkingen met dubbel zoveel reële onbekenden,
nl. de reële en imaginaire delen van de hierboven opgesomde complexe onbekenden.

Wegens de niet-lineariteit van de reluctanties en permeanties van het magnetisch netwerk wordt
beroep gedaan op een iteratieve oplossingsmethode, met name de Newton-Raphson-methode. De
Jacobiaanse matrix geassocieerd met de systeemmatrix wordt hierbij bekomen door de reluctanties
van het magnetisch netwerk te vervangen door de differentiële reluctanties. De laatste worden
op dezelfde manier als de reluctanties bepaald mits de reluctiviteit ν = H

B
te vervangen door de

differentiële reluctiviteit, die als volgt gedefinieerd is:

νdiff =
∂H

∂B
(4.304)
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Met behulp van de magnetische en elektrische netwerkvergelijkingen opgesteld in §4.3.6 en §4.4
kunnen, op basis van de bekomen oplossing voor de tandfluxen, de jukfluxen van nulde orde en
de stromen, alle andere grootheden van het magnetisch en het elektrisch netwerkmodel afgeleid
worden, zoals de juk- en tandpotentialen, de jukfluxen met ordes verschillend van nul, de flux die
de luchtspleet oversteekt, de spreidingsflux, de stromen in de rotorstaven enz.

In de volgende paragrafen wordt aangetoond hoe de magnetische krachtwerking in de machine
kan bepaald worden op basis van de resultaten van de magnetische veldberekening.

4.6 Magnetische langeafstandskrachtwerking

Voor het berekenen van de magnetische krachtwerking in de inductiemachine, gemodelleerd aan de
hand van een magnetisch netwerk, doen we beroep op het principe van de virtuele arbeid. Zoals
aangetoond in Hoofdstuk 2 kan men met behulp van dit principe de magnetische langeafstands-
kracht op (een deel van een) magnetisch lichaam bepalen. Per definitie van langeafstandskracht,
wordt het beschouwde deel van het magnetisch lichaam hierbij afgezonderd van de rest van het
magnetisch materiaal door middel van een microscopische snede.

Het principe van de virtuele arbeid wordt nu toegepast voor het berekenen van de magneti-
sche langeafstandskracht op delen van een magnetisch lichaam die overeenstemmen met een net-
werkelement (een reluctantie of permeantie) in een magnetisch netwerk, of kortweg de kracht op
de magnetische netwerkelementen. Een magnetisch netwerkelement waarop men de kracht wenst
te bepalen, moet hierbij gescheiden zijn van de andere netwerkelementen die magnetisch materi-
aal voorstellen door middel van een netwerkelement dat niet-magnetisch materiaal voorstelt. Dit
laatste is ofwel een fysisch netwerkelement ofwel een denkbeeldig netwerkelement met infinitesi-
male reluctantie, m.a.w. een microscopische snede die men moet aanbrengen om het deel van het
magnetisch materiaal af te zonderen. Men kan immers slechts een virtuele verplaatsing van een
magnetisch netwerkelement beschouwen als het gescheiden is van de rest van het materiaal.

In tegenstelling tot de berekeningsmethode voorgesteld in Hoofdstuk 2 en toegepast in Hoofd-
stuk 3 waarbij de vervorming ten gevolge van de magnetische langeafstandskracht wordt bepaald
aan de hand van de (fictieve) elektromagnetische krachtdichtheid f̄em, wordt nu (slechts) de krach-
tenverdeling over de afzonderlijke netwerkelementen en niet de vervorming van de elementen zelf
bepaald.

In de volgende paragrafen wordt eerst de basisvergelijking voor het berekenen van de magne-
tische krachtwerking op magnetische netwerkelementen afgeleid en dan toegepast op het netwerk-
model van de inductiemachine in het frequentie-orde-domein.

4.6.1 Principe van de virtuele arbeid toegepast op een magnetisch netwerkmo-

del

Het principe van de virtuele arbeid kan algemeen als volgt geformuleerd worden. De elektrisch
toegevoerde arbeid dWe, de zgn. arbeid verricht door de spanningsbronnen, bij een virtuele lineaire
verplaatsing dr̄ van een magnetisch lichaam wordt enerzijds omgezet in magnetische energie6W en
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deels omgezet in mechanische arbeid, m.a.w. als de kracht F̄ maal de verplaatsing dr̄:

dWe = dW + F̄ · dr̄ (4.305)

Dit principe wordt nu toegepast voor het bepalen van de kracht op het magnetisch materiaal
voorgesteld door een magnetisch netwerkelement.

�k Gj (�Uj)�i �Uj�Uk
�Ui�j Fi
Gk (�r)

Figuur 4.17: netwerkelementen1 2 4 37 6 51 326 5 4
Figuur 4.18: Voorbeeld van een magnetisch netwerk

We beschouwen daartoe drie soorten netwerkelementen, voorgesteld in Figuur 4.17 . Voor de
eenvoud van de verdere redenering beschouwen we voor ieder netwerkelement een afzonderlijke tak
in de netwerkvoorstelling, zoals gëıllustreerd in het eenvoudig voorbeeld van Figuur 4.18. Indien
we voor de takken een positieve fluxzin kiezen volgt de referentiezin van de potentiaalverschil ∆U
over de takken volgens het V.R.S.. De drie soorten netwerkelementen zijn de volgende:

• m.m.k.-bronnen.

6We gebruiken hier het symbool W voor de magnetische energie i.p.v. U zoals in Hoofdstuk 2, omdat U hier
gebruikt wordt om de scalaire magnetische potentiaal aan te duiden. Verder beschouwen we hier enkel niet-hysteretisch
materiaal zodat er geen dissipatie optreedt.
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De referentiezin voor het potentiaalverschil Fi wordt gekozen in functie van de positieve
fluxzin volgens het G.R.S., en is dus tegengesteld aan de potentiaalval ∆Ui over de takken
die een m.m.k.-bron bevatten :

∆Ui = −Fi (4.306)

De m.m.k.-bronnen en de overeenkomstige takken van het netwerk worden als volgt genum-
merd:

i = i1, . . . , i2 (4.307)

• netwerkelementen die magnetisch materiaal voorstellen. De permeantie van deze netwerke-
lementen is (in geval van een niet-lineaire B-H-karakteristiek) functie van de potentiaalval
zodat het verband tussen flux en potentiaalval in de volgende vorm kan geschreven worden:

Φj = Gj(∆Uj)∆Uj (4.308)

waarbij

j = j1, . . . , j2 (4.309)

We wensen de magnetische langeafstandskracht op één dergelijk netwerkelement te bepalen.
Daartoe beschouwen we een (virtuele) beweging als star lichaam van het betreffende magne-
tisch materiaal terwijl de rest van het magnetisch materiaal zich niet verplaatst.

De vervorming van het magnetisch materiaal wordt niet in aanmerking genomen zodat de
permeanties van deze netwerkelementen enkel afhankelijk zijn van de potentiaalval.

Zij verder r̄ de plaatsvector van het beschouwde magnetisch materiaal en dr̄ een virtuele
verplaatsing.

• netwerkelementen die niet-magnetisch materiaal voorstellen.

Bij de virtuele verplaatsing van een magnetisch netwerkelement vervormt het omliggend niet-
magnetisch materiaal. De permeantie van de netwerkelementen die niet-magnetisch materiaal
voorstellen kan dus afhangen van de positie r̄ van het netwerkelement waarop men de kracht
berekent. Het Φ-∆U -verband voor de niet-magnetische netwerkelementen wordt bijgevolg
gegeven door:

Φk = Gk(r̄)∆Uk (4.310)

met

k = k1, . . . , k2 (4.311)

Alle netwerkelementen (en dus alle takken) samen worden als volgt genummerd:

l = 1, . . . , b (4.312)

met b het aantal takken.
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De arbeid dWe geleverd door de spanningsbronnen wordt gegeven door:

dWe =
∑

m

Im dΨm (4.313)

waarbij Im de stroom en Ψm de gekoppelde flux van de verschillende stroomkringen voorstelt.

Elektrische stromen worden in een magnetisch netwerk weergegeven door de m.m.k.-bronnen.
In Appendix G wordt aangetoond dat de som van de producten van de stroom en de gekoppelde
flux in de stroomkringen gelijk is aan de som van de producten van het potentiaalverschil over en
de flux door de m.m.k.-bronnen die deze stroomkringen voorstellen:

∑

m

ImΨm =
i2
∑

i=i1

FiΦi (4.314)

waarbij, zoals reeds vermeld, het verband tussen de referentiezin voor Fi en de positieve zin van de
flux Φi bepaald is volgens het G.R.S..

Het principe van virtuele arbeid toegepast op een magnetisch netwerk kunnen we dus als volgt
formuleren:

dWe =
i2
∑

i=i1

Fi dΦi = dW + F̄ · dr̄ (4.315)

Indien de flux door de m.m.k.-bronnen constant gehouden wordt (dΦi = 0) is de arbeid geleverd
door de spanningsbronnen dWe gelijk aan nul. In dit geval kunnen we de magnetische kracht
bepalen aan de hand van de variatie van de magnetische energie bij een virtuele verplaatsing:

F̄ = −dW

dr̄ Φi=cst.

(i = i1, . . . , i2) (4.316)

Verder wordt de magnetische coënergie als volgt gedefinieerd:

Wco =
∑

i

IjΨj − W

=
∑

i

FiΦi − W (4.317)

Uit (4.315) en (4.317) volgt de uitdrukking voor de magnetische kracht op basis van de variatie
van de coënergie bij een virtuele verplaatsing, ditmaal bij constant gehouden potentiaalverschil over
de m.m.k.-bronnen :

F̄ =
dWco

dr̄
Fi=cst.

(i = i1, . . . , i2) (4.318)

We zullen hier de kracht bepalen aan de hand van het principe van de virtuele arbeid bij
constante flux door de m.m.k.-bronnen volgens (4.316). Daartoe dienen we de magnetische energie
W uit te drukken in functie van de grootheden van het magnetisch netwerkmodel.

4-59



Hierbij maken we gebruik van de stelling van Tellegen. Als de potentiaalval en de fluxen voldoen
aan respectievelijk de ’spanningswet’ en de ’stroomwet’ van Kirchhoff is de som van de producten
van spanningsval en flux in de takken gelijk aan nul:

b
∑

l=1

∆Ul Φl = 0 (4.319)

Een bewijs van dit theorema vindt men bijvoorbeeld in [Willems].

Als we onderscheid maken tussen de drie soorten netwerkelementen bekomen we de volgende
formulering van de stelling van Tellegen :

i2
∑

i=i1

∆Ui Φi +
j2
∑

j=j1

∆Uj Φj +
k2
∑

k=k1

∆Uk Φk = 0 (4.320)

of, gebruikmakend van (4.306) :

i2
∑

i=i1

Fi Φi =
j2
∑

j=j1

∆Uj Φj +
k2
∑

k=k1

∆Uk Φk (4.321)

We beschouwen nu een variatie van de flux door en het potentiaalverschil over de m.m.k.-
bronnen bij niet-bewegend materiaal (dr̄ = 0). De verandering van de magnetische coënergie in
het magnetisch systeem wordt volgens de energiebalans (4.315) met dr̄ = 0, de definitie van de
coënergie (4.317) en de stelling van Tellegen (4.321) gegeven door:

dWco = d





i2
∑

i=i1

FiΦi



− dW

=
i2
∑

i=i1

(d(FiΦi) −Fi dΦi)

=
i2
∑

i=i1

Φi dFi (4.322)

=
j2
∑

j=j1

Φj d∆Uj +
k2
∑

k=k1

Φk d∆Uk (4.323)

Gebruikmakend van (4.323) en van de constitutieve wetten voor de netwerkelementen (4.308)
en (4.310) bekomt men de volgende uitdrukking voor de coënergie:

Wco =
j2
∑

j=j1

∆Uj
∫

0

Φj d∆Uj +
k2
∑

k=k1

∆Uk
∫

0

Φk d∆Uk (4.324)

=
j2
∑

j=j1

∆Uj
∫

0

Gj (∆Uj)∆Uj d∆Uj +
k2
∑

k=k1

∆Uk
∫

0

Gk (r̄) ∆Uk d∆Uk (4.325)
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Uit (4.317) volgt verder de uitdrukking voor de magnetische energie W :

W =
i2
∑

i=i1

FiΦi − Wco (4.326)

= −
i2
∑

i=i1

∆UiΦi −
j2
∑

j=j1

∫ ∆Uj

0
Φ′

j d∆U ′

j −
k2
∑

k=k1

∫ ∆Uk

0
Φ′

k d∆U ′

k (4.327)

= −
i2
∑

i=i1

∆UiΦi −
j2
∑

j=j1

∫ ∆Uj

0
Gj

(

∆U ′

j

)

∆U ′

j d∆U ′

j

−
k2
∑

k=k1

∫ ∆Uk

0
Gk (r̄) ∆U ′

k d∆U ′

k (4.328)

Deze uitdrukking voor de energie is een functie van de potentiaalval over de takken ∆Ul en
van de permeanties G(r̄) van de vervormbare niet-magnetische netwerkelementen. Teneinde de
kracht F̄ te kunnen berekenen aan de hand van (4.316) wordt de flux Fi door de m.m.k.-bronnen
constant gehouden. De fluxen door de m.m.k.-bronnen worden verder als constanten beschouwd
zonder dit telkens expliciet te vermelden. Bij een virtuele beweging van het materiaal, variëren de
permeanties G(r̄) en de potentiaalvallen over de netwerkelementen ∆Ul zodat we de magnetische
energie in functie van de plaatsvector r̄ van het bewegend netwerkelement kunnen schrijven als

W (r̄) = W (∆Ul(r̄),Gk(r̄)) (4.329)

Voor de berekening van de kracht volgens (4.316):

F̄ = −dW

dr̄
(4.330)

moeten we rekening houden met het feit dat bij de virtuele beweging de fluxen en de potentiaalvallen
blijven voldoen aan de wetten van Kirchhoff.

De ’spanningswet’ van Kirchhoff is hierbij automatisch voldaan als we de potentiaalvallen over
de takken uitdrukken in functie van de potentialen in de knopen. Zij n het aantal knopen van het
magnetisch netwerk. Omdat de potentialen in de knopen slechts op een constante na bepaald zijn
stellen we de potentiaal in knoop n gelijk aan nul, zodat de potentialen in de knopen 1 tot n-1
éénduidig bepaald zijn. We beschouwen nu de gereduceerde incidentiematrix [Aml] met (n-1) rijen
en b kolommen die als volgt gedefinieerd is:

Aml = 1 als knoop m een eindpunt is van tak l en tak l
georiënteerd is van het knooppunt m weg

Aml = −1 als knoop m een eindpunt is van tak l en tak l
georiënteerd is naar het knooppunt m toe

Aml = 0 knoop m geen eindpunt van tak l is

(4.331)
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De spanningsvallen in de takken worden met behulp van de gereduceerde incidentiematrix als
volgt uitgedrukt in functie van de knooppotentialen:

∆Ul =
n
∑

m=1

AmlUm ; l = 1, . . . , b (4.332)

De ’stroomwet’ van Kirchhoff in de knopen kan vervolgens als volgt geformuleerd worden:

b
∑

l=1

AmlΦl = 0 ; m = 1, . . . , n − 1 (4.333)

De magnetische energie in functie van r̄ kan nu als volgt uitgedrukt worden:

W (r̄) = W
(

Um(r̄),Gk(r̄)
)

(4.334)

zodat de kracht F̄ bepaald wordt door:

F̄ = −dW

dr̄
(4.335)

= −
n−1
∑

m=1

∂W

∂Um

dUm(r̄)

dr̄
−

k2
∑

k=k1

∂W

∂Gk(r̄)

dGk(r̄)

dr̄
(4.336)

Uit de uitdrukking van de magnetische energie (4.327) en de ’stroomwet’ van Kirchhoff (4.333)
volgt dat de afgeleiden van de energie naar de knooppuntpotentialen gelijk zijn aan nul:

∂W

∂Um
= −

b
∑

l=1

∂W

∂∆Ul

∂∆Ul

∂Um

= −
b
∑

l=1

∂W

∂∆Ul
Aml

= −
i2
∑

i=i1

ΦiAmi −
j2
∑

j=j1

ΦjAmj −
k2
∑

k=k1

ΦkAmk

= −
b
∑

l=1

AmlΦl

= 0 (4.337)

De magnetische kracht op een magnetisch netwerkelement wordt volgens (4.336), (4.337) en
(4.328) gegeven door:

F̄ = −
k2
∑

k=k1

∂W

∂Gk

dGk(r̄)

dr̄
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= −
k2
∑

k=k1

∂

∂Gk

(

∫ ∆Uk

0
Gk(r̄)∆U ′

k d∆U ′

k

)

dGk(r̄)

dr̄
(4.338)

=
k2
∑

k=k1

1

2

dGk(r̄)

dr̄
∆U2

k (4.339)

We kunnen de magnetische langeafstandskrachtwerking op het magnetisch materiaal voorgesteld
door een magnetisch netwerkelement volgens het principe van de virtuele arbeid dus als volgt
bepalen:

F̄ =
dW

dr̄ Φi=cst.

(4.340)

=
k2
∑

k=k1

1

2

dGk(r̄)

dr̄
∆U2

k (4.341)

waarbij Φi, i = i1, . . . , i2 de constant gehouden fluxen door de m.m.k.-bronnen zijn en Gk(r̄) en ∆Uk

met k = k1, . . . , k2 respectievelijk de permeantie en de potentiaalval van de netwerkelementen die
niet-magnetisch materiaal voorstellen en vervormen bij een virtuele beweging van het beschouwde
magnetisch netwerkelement.

4.6.2 Toepassing op de magnetische krachtwerking in inductiemachines

Om de magnetische krachtenverdeling in de stator voor te stellen verdelen we de stator in Ns

sectoren elk bestaande uit een statortand en de helft van de twee aanliggende juksegmenten zoals
voorgesteld in Figuur 4.19 en bepalen we de magnetische langeafstandskracht inwerkend op deze
sectoren. Om de berekeningsmethode steunende op het principe van de virtuele arbeid zoals uiteen-
gezet in de vorige paragraaf te kunnen toepassen, brengt men in het juk denkbeeldige sneden aan
tussen de naburige sectoren met infinitesimale dikte d0 en bestaande uit niet-magnetisch materiaal.
Iedere statorsector is aldus van de rest van het magnetisch materiaal gescheiden door middel van
een niet-magnetische middenstof, met name door de denkbeeldige sneden en de luchtspleet.

4.6.2.1 Radiale krachten

Voor het bepalen van de radiale krachtwerking op de statorsectoren beschouwen we de verplaatsing
ur volgens de r-richting, aangeduid in Figuur 4.19. De radiale kracht op een statorsector (in de
positie ur = 0) wordt nu volgens (4.341) bepaald aan de hand van de afgeleiden van de permeanties
van de niet-magnetische middenstoffen naar de verplaatsing ur.

Bij een radiale verplaatsing van een statorsector vertoont de permeantie van de ingevoerde
denkbeeldige sneden een maximum in ur = 0, zodat de afgeleide van deze permeantie naar ur

nul is voor ur = 0. De radiale kracht wordt dus enkel bepaald door de variatie van de lucht-
spleetpermeantie.

Volgens (4.64) wordt de flux (per lengte-eenheid) die de i-de statortand verlaat en de luchtspleet
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Figuur 4.19: Indeling van de stator in sectoren

oversteekt gegeven door:

φi
ls(t) = R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) (Uss(θ, t) − Urs(θ, t)) dθ (4.342)

Bij een radiale verplaatsing van de i-de statorsector blijven de permeantie van het stator- en
het rotoroppervlak λss en λrs ongewijzigd. De luchtspleetpermeantie echter, die bij ur = 0 gegeven
wordt door (4.57) :

λls(θ, t) =
µ0

δs(θ, t)
, (4.343)

wordt bij inachtneming van de radiale verplaatsing omgevormd tot:

λls(θ, t, ur) =
µ0

δs(θ, t) + ur
(4.344)

De afgeleide naar ur van de luchtspleetpermeantie wordt aldus gegeven door:

∂λls

∂ur
= − µ0

(δs(θ, t) + ur)
2 (4.345)
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wat in de uitgangspositie ur = 0 de volgende waarde oplevert:

λ′

ls(θ, t) =
∂λls

∂ur ur=0

(4.346)

= − µ0

δs(θ, t)2
(4.347)

met

δs(θ, t) = δ0 + ℜ
(

ε̄se
−jθ
)

+ ℜ
(

ε̄d ej(Ωt−θ)
)

(4.348)

De Fourier-ontbinding van λ′

ls kunnen we als volgt formuleren:

λ′

ls(θ, t) =
∞
∑

k=−∞

λ̄′

lk
ej(ωlsk

t−νlsk
θ) (4.349)

met

(ωls−k
, νls−k

) = −(ωlsk
, νlsk

) (4.350)

λ̄′

l−k
= λ̄′∗

lk
(4.351)

waarbij de pulsatie en de orde van de componenten van λ′
ls dezelfde zijn als die van de componenten

van λls (4.61):

(ωlsk
, νlsk

) = (edΩ , es + ed) (4.352)

Toepassing van het principe van de virtuele arbeid (4.315) met de afgeleide van de luchtspleet-
permeantie gegeven door (4.347) levert de volgende uitdrukking op voor de radiale kracht op de
i-de statorsector per lengte-eenheid in de axiale richting :

f i
r(t) = R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

1

2
λ′

ls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t)
(

Uss(θ, t) − Urs(θ, t)
)2

dθ (4.353)

of, gebruikmakend van de definitie van de potentiaal van het statoroppervlak Uss (4.52) :

f i
r(t) =

1

2
R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λ′

ls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) U2
ss(t) dθ

− U i
ts(t) R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λ′

ls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) Urs(θ, t) dθ (4.354)

+
1

2
R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λ′

ls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) U2
rs(θ, t) dθ
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De radiale kracht per tandsector wordt als volgt in componenten opgedeeld:

F i
r(t) =

Nf
∑

k=1

ℜ
(

F̄rk
ej(ωfk

t−κfk
αsi)

)

(4.355)

waarbij de pulsaties en de ordes voldoen aan:

ωfk
≥ 0 rad/s (4.356)

0 ≤ κfk
≤ Ns − 1 (4.357)

Uit de vergelijking tussen de uitdrukkingen voor de flux (4.342) en voor de radiale kracht
(4.354) blijkt dat we voor bepaling van de componenten van de radiale kracht F̄rk

op basis van
de componenten van de tandpotentiaal Ūtsl

en Ūtrl
kunnen gebruik maken van de resultaten van

§4.3.4.3, waarin de componenten van de flux die de luchtspleet oversteekt bepaald worden i.f.v. de
componenten van de tandpotentiaal.

De eerste term van het rechterlid van (4.354) kunnen we bijvoorbeeld berekenen zoals de flux
veroorzaakt door de statortandpotentiaal, zoals uiteengezet in §4.3.4.3.2, waarbij we echter de
componenten van Uts vervangen door de componenten van U2

ts en de componenten van λls door
die van λ′

ls. Analoog kunnen we de derde term van (4.354) bepalen op basis van de resultaten van
§4.3.4.3.2.

Om de werkwijze voor het bepalen van de componenten van de radiale krachten op basis van
de componenten van de stator- en rotortandpotentiaal nader toe te lichten zullen we hier de tweede
term van het rechterlid van (4.354) meer expliciet behandelen. We kunnen deze term als volgt
noteren :

U i
ts(t)









− R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λ′

ls(θ, t) λss(θ) λrs(θ, t) Urs(θ, t) dθ









= U i
ts(t) φ′i

lsr(t) (4.358)

waarbij, volgens (4.342), φ′i
lsr(t) gelijk is aan de bijdrage van de rotorpotentiaal tot de statorflux

φls, waarbij echter λls vervangen is door λ′
ls.

Voor de berekening van de totale radiale kracht op de statorsectoren definiëren we de grootheid
Φ′

lsr als de integraal van φ′

lsr over de axiale lengte van de machine. De componenten Φ̄′

lsrn
(ωn,κn)

van Φ′

lsr(t) veroorzaakt door een bepaalde component Ūtr (ωr,κr) van de rotortandpotentiaal, wor-
den bijgevolg gegeven door de componenten van de bijdrage van deze rotorpotentiaalcomponent
tot de statortandflux gegeven door (4.112), waarbij de factoren λ̄lk vervangen zijn door de corre-
sponderende factoren λ̄′

lk
:

(ωn , κn) =
(

ωr + (κr + mNr)Ω + ωlsk
, κr + mNr + νlsk

)

(4.359)

Φ̄′

lsrn
= −ts la Λs(κr + mNr + νlsk

) ks(κr + mNr) Λr(κr + mNr) λ̄′

lk
Ūtr (4.360)

met m = −∞, . . . ,∞ ; k = −∞, . . . ,∞.
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Volgens (4.354) en (4.358) levert het product van de componenten van Φ′

lsr met die van Uts een
reeks componenten van de radiale kracht op. Het product van de componenten (4.360) met een
component Ūts (ωs,κs) van de statortandpotentiaal levert bijgevolg de volgende reeks componenten
F̄rl

(ωl,κl) van de radiale kracht op de statorsectoren op:

(ωl, κl) = +
(−)

(

(ωn, κn + aNs)
+

(−) (ωs, κs)
)

(4.361)

F̄tsl
=

1

2

(

Φ̄′

lsrn
Ū

(∗)
ts

)(∗)
(4.362)

waarbij men ervoor zorgt dat ωl en κl voldoen aan de voorwaarden (4.356)-(4.357).

Op analoge wijze kan men de andere termen van (4.354) behandelen zodat we tenslotte de
volgende uitdrukking voor de componenten van de radiale kracht kunnen opstellen:

F̄rk
=

Nφs
∑

l=1

Nφs
∑

m=1

Ūtsl
· P̄ssklm

· Ūtsm

+

Nφs
∑

l=1

Nφr
∑

m=1

Ūtsl
· P̄srklm

· Ūtrm (4.363)

+

Nφr
∑

l=1

Nφr
∑

m=1

Ūtrl
· P̄rrklm

· Ūtrm

4.6.2.2 Tangentiale krachten

Bij een verplaatsing ut van een statorsector in de tangentiale richting t, zoals aangeduid in Figuur
4.19, wijzigen zowel de (toegevoegde) permeanties in het juk als de permeantie tussen de stator-
en rotortanden.

De permeantie Gi
j van de snede aangebracht aan de linkerzijde van statorsector i wordt gegeven

door :

Gi
j =

µ0labjs

d
(4.364)

waarbij de breedte van de snede d afhankelijk is van de tangentiale verplaatsing van de statorsector:

d = d0 − ut (4.365)

In de uitgangspositie ut=0 wordt de afgeleide van deze permeantie naar de tangentiale verplaat-
sing ut aldus gegeven door:

dGi
j

dut ut=0

=
µ0labjs

d2
0

(4.366)

De potentiaalval over de aangebrachte snede wordt gegeven door:

∆U i
j =

Φi
js

Gi
j

(4.367)
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=
Φi

jsd0

µ0labjs
(4.368)

zodat de bijdrage tot de tangentiale kracht te wijten aan de variatie van Gi
j volgens (4.341) gegeven

wordt door:

F i
t =

1

2

dGi
j

dut

(

∆U i
j

)2
(4.369)

=
1

2

µ0labjs

d2
0

(

Φi
jsd0

µ0labjs

)2

(4.370)

=
1

2µ0labjs

(

Φi
js

)2
(4.371)

Aangezien de variatie van de permeantie van de snede aangebracht aan de rechterzijde gegeven
wordt door:

dGi+1
j

dut ut=0

= −µ0labjs

d2
0

(4.372)

is de tangentiale kracht ten gevolge van de variatie van de permeanties van beide sneden gelijk aan:

F i
t (t) =

1

2µ0labjs

(

(

Φi
js(t)

)2
−
(

Φi+1
js (t)

)2
)

(4.373)

=
1

2µ0labjs

(

Φi
js(t) + Φi+1

js (t)
) (

Φi
js(t) − Φi+1

js (t)
)

(4.374)

waarbij de som en het verschil van de jukfluxen Φi
js en Φi+1

js als volgt in componenten ontbonden
worden:

Φi
js(t) + Φi+1

js (t) =

Nφs
∑

k=1

ℜ
((

1 + e−jκφsk
αs

)

Φ̄jsk
ej(ωφsk

t−κφsk
αsi)

)

(4.375)

en

Φi
js(t) − Φi+1

js (t) =

Nφs
∑

k=1

ℜ
((

1 − e−jκφsk
αs

)

Φ̄jsk
ej(ωφsk

t−κφsk
αsi)

)

(4.376)

Het product van een component k van Φi
js(t)+Φi+1

js (t) en een component l van Φi
js(t)−Φi+1

js (t)

levert bijgevolg de volgende componenten F̄tn (ωn, κn) van de tangentiale kracht op:

(ωn, κn) = +
(−)

(

(ωφsk
, κφsk

+ aNs)
+

(−) (ωφsl
, κφsl

)
)

(4.377)

F̄tn =
1

4µ0labjs

(

(

1 + e−jκφsk
αs

)

Φ̄jsk

((

1 − e−jκφsk
αs

)

Φ̄jsl

)(∗)
)(∗)

(4.378)
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waarbij (ωn, κn) voldoen aan (4.356)-(4.357).

De componenten van de tangentiale kracht te wijten aan de variatie van de permeanties in het
juk kunnen bijgevolg als volgt geformuleerd worden:

F̄tk =

Nφs
∑

l=1

Nφs
∑

m=1

Φ̄jsl
· Q̄klm · Φ̄jsm (4.379)

waarbij de tensoren Q̄klm bepaald worden aan de hand van (4.377)-(4.378).

Voor het bepalen van de tangentiale kracht ten gevolge van de variatie van de permeantie tussen
de stator- en rotortanden bij een tangentiale verplaatsing ut van een statorsector kunnen we te werk
gaan zoals in vorige paragraaf voor het bepalen van de radiale krachten.

We beschouwen nu een virtuele tangentiale verplaatsing ut van de i-de statorsector. Voor een
waarnemer die met de statorsector meebeweegt beweegt het rotoroppervlak (in tegenovergestelde
richting) zodat de de permeantie van het rotoroppervlak λrs varieert met ut. Bij ut = 0 wordt
λrs(θ, t) gegeven door (4.67):

λrs(θ, t) =
∞
∑

k=−∞

λrk
ej(kNrΩt−kNrθ) (4.380)

zodat de rotorpermeantie ter hoogte van de bewegende statorsector en ten opzichte van een waar-
nemer die met de statorsector meebeweegt, bij een verplaatsing ut gegeven wordt door:

λrs(θ, t, ut) =
∞
∑

k=−∞

λrk
ej(kNrΩt−kNr(θ−

ut
R

)) (4.381)

De afgeleide van de rotorpermeantie λrs naar de verplaatsing ut in de uitgangspositie ut = 0
wordt aldus gegeven door:

λ′

rs(θ, t) =
∂λrs(θ, t, ut)

∂ut ut=0

(4.382)

=
∞
∑

k=−∞

j
kNr

R
λrk

ej(kNrΩt−kNrθ) (4.383)

=
∞
∑

k=−∞

λ′

rk
ej(kNrΩt−kNrθ) (4.384)

Analoog aan (4.354), kunnen we bijgevolg het deel van de tangentiale kracht per lengte-eenheid
op de i-de statorsector dat te wijten is aan de variatie van de permeantie van het rotoroppervlak,
als volgt bepalen:

f i
t (t) = R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

1

2
λls(θ, t) λss(θ) λ′

rs(θ, t) (Uss(θ, t) − Urs(θ, t))2 dθ (4.385)
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=
1

2
R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λls(θ, t) λss(θ) λ′

rs(θ, t) U2
ss(θ, t) dθ (4.386)

− U i
ss(t)R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λls(θ, t) λss(θ) λ′

rs(θ, t) Urs(θ, t) dθ (4.387)

+
1

2
R

2π
Ns

i+ π
Ns

∫

2π
Ns

i− π
Ns

λls(θ, t) λss(θ) λ′

rs(θ, t) U2
ss(θ, t) dθ (4.388)

De componenten van dit deel van de tangentiale kracht kunnen dus op analoge wijze als uit-
eengezet in vorige paragraaf bepaald worden op basis van de componenten van de stator- en rotor-
tandpotentiaal. We kunnen hierbij opnieuw gebruik maken van de resultaten van §4.3.4.3, waarbij
de factoren λrk

vervangen worden door λ′
rk

. Samen met de componenten van de tangentiale kracht
door de variatie van de jukpermeanties Gi

j gegeven door (4.379), levert dit de volgende uitdrukking
voor de componenten van de totale tangentiale kracht op :

F̄tk =

Nφs
∑

l=1

Nφs
∑

m=1

Φ̄jsl
· Q̄klm · Φ̄jsm (4.389)

+

Nφs
∑

l=1

Nφs
∑

m=1

Ūtsl
· R̄ssklm

· Ūtsm

+

Nφs
∑

l=1

Nφr
∑

m=1

Ūtsl
· R̄srklm

· Ūtrm (4.390)

+

Nφr
∑

l=1

Nφr
∑

m=1

Ūtrl
· R̄rrklm

· Ūtrm

4.7 Pulsaties en ordes

In deze paragraaf wordt uiteengezet hoe de pulsaties en de ordes van de verschillende grootheden
van het gekoppeld magnetisch-elektrisch netwerkmodel worden bepaald.

Met name de volgende lijsten worden opgesteld:

1. de componenten van de statorfluxen, -potentialen en -potentiaalverschillen Φts, Φjs, Φls, Φσs,
Uts, ∆Uts, Ujs, ∆Ujs en Fs :

(ωφsk
, κφsk

) ; k = 1, . . . , Nφs (4.391)

2. de componenten van de rotorfluxen, -potentialen en -potentiaalverschillen Φtr, Φjr, Φlr, Φσr,
Utr, ∆Utr, Ujr, ∆Ujr en Fr :

(ωφrk
, κφrk

) ; k = 1, . . . , Nφr (4.392)
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3. de componenten van de statorreluctanties en -permeanties Rts, Rjs, Gσs:

(ωRsk
, κRsk

) ; k = 0, . . . , NRs (4.393)

4. de componenten van de rotorreluctanties en -permeanties Rtr, Rjr, Gσr:

(ωRrk
, κRrk

) ; k = 0, . . . , NRr (4.394)

5. de componenten van de statorstroom Is:

(ωisk
, κisk

) ; k = 1, . . . , Nis (4.395)

6. de componenten van de rotorstroom Ir:

(ωirk
, κirk

) ; k = 1, . . . , Nir (4.396)

7. de componenten van de magnetische kracht op de statorsectoren:

(ωfk
, κfk

) ; k = 1, . . . , Nf (4.397)

We bepalen hiertoe eerst de algemene vorm van de componenten van de verschillende grootheden
aan de hand van een aantal parameters (de gehele getallen h, a, b, es, ed en v, zie verder) die van
−∞ tot +∞ kunnen variëren zonder hierbij specifieke voorwaarden aan de componenten op te
leggen. We laten dus zowel positieve als negatieve pulsaties toe en de waarden die de ordes kunnen
aannemen zijn onbeperkt.

Nadien beschouwen we slechts een beperkt aantal waarden voor de parameters en vormen met
behulp van de uitdrukkingen voor equivalente componenten de gevonden componenten om tot
componenten die wel beantwoorden aan de gestelde voorwaarden.

Voor het opstellen van de lijsten gaan we uit van de componenten van de aangelegde spanning:

V k
f (t) =

∑

l

ℜ
(

V̄fl
ej(ωvl

t−κvl
2π
3

k)
)

; k = 0, 1, 2 (4.398)

Om de gedachten te vestigen, beschouwen we hier het geval van een inductiemachine gevoed
door een invertor met synchrone PWM (Pulse Width Modulation). In dit geval zijn de frequenties
van de aangelegde spanning veelvouden van de fundamentele frequentie f0. De componenten van
de aangelegde spanning worden hierbij gegeven door:

ωvl
= (1 + 6h) ω0 ; h = −∞, . . . ,∞ (4.399)

κvl
= 1 (4.400)

Wat de statorwikkeling betreft, beschouwen we, bij wijze van voorbeeld, het wikkelschema met
parallelschakeling van de spoelgroepparen zonder equipotentiaalverbindingen, zoals besproken in
§4.4.1.2.2. Een component van de aangelegde spanning met orde κvl

= 1 komt hierbij overeen met
een stroomcomponent κisk

= Np.
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De statorstroomcomponenten die rechtstreeks afgeleid zijn van de aangelegde spanning worden
dus gegeven door:

ωsk
= (1 + 6h) ω0 (4.401)

κsk
= Np (4.402)

De componenten van de m.m.k.-bronnen die overeenstemmen met deze stroomcomponenten
worden volgens (4.242)-(4.244) gegeven door:

ωφsl
= ωisk

= (1 + 6h) ω0 (4.403)

κφsl
= Np + 3aNp (4.404)

Wegens het feit dat de ordes van de m.m.k.-bronnen κφsl
geen even veelvoud van Np kunnen zijn

(4.244), beantwoorden de componenten van de stator-m.m.k.-bronnen aan de volgende uitdrukkin-
gen:

ωφsl
= (1 + 6h) ω0 (4.405)

κφsl
= (1 + 6a) Np (4.406)

Indien we voorlopig de potentiaalval in het stator- en het rotorijzer niet in rekening brengen, is
het spanningsverschil over de m.m.k.-bronnen gelijk aan de potentiaalval over de luchtspleet.

Het luchtspleetveld B(θ, t) kan volgens (4.62) beschreven worden als het product van de poten-
tiaalval over de luchtspleet en de permeantie tussen de stator- en de rotortanden bestaande uit de
luchtspleetpermeantie λls(θ, t) (4.58)-(4.61), de permeantie van het statoroppervlak λss (4.65) en
de permeantie van het rotoroppervlak λrs (4.67).

Uit de algemene vorm van de componenten van de stator-m.m.k.-bronnen (4.405)-(4.406) en
van de componenten van de verschillende permeanties (4.61), (4.65) en (4.67) volgt de volgende
uitdrukking voor de componenten (ωbsn

, κbsn
) van het luchtspleetveld opgewekt door de stator-

stroomcomponenten (4.401)-(4.402):

ωbsm
= (1 + 6h) ω0 + (bNr + ed)Ω (4.407)

νbsm
= (1 + 6a) Np + bNr + es + ed (4.408)

De statortandfluxen die met deze componenten van het luchtspleetveld overeenkomen induceren
een (in principe oneindige) reeks spanningscomponenten in de statorwikkeling. De statorstroom-
componenten die hierdoor ontstaan wekken op hun beurt fluxcomponenten op die (eventueel) de
oorspronkelijke reeks componenten van het luchtspleetveld (4.407)-(4.408) uitbreiden. Hierbij moe-
ten we onderscheid maken tussen de luchtspleetcomponenten naargelang hun orde νbsm

al dan niet
een veelvoud van Np is:

• Als de orde νbsm
(4.408) een Np-voud is zal deze fluxcomponent enkel een spanning induceren

als het een oneven Np-voud betreft, cf. (4.252). De ordes κφsl
van de m.m.k.-componenten
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van de stromen opgewekt door deze fluxcomponenten zijn dan, wegens (4.244), ook oneven
veelvouden van Np nl.

κφsl
= νbsm

+ 6aNp (4.409)

Deze m.m.k.-bronnen wekken luchtspleetvelden op die terug voldoen aan (4.407)-(4.408).
Luchtspleetvelden met ordes die een Np-voud zijn brengen dus via de spanningen gëındu-
ceerd in de statorwikkeling geen ’nieuwe’ componenten van het luchtspleetveld aan.

• Als de orde νbsm
geen Np-voud is, worden de ordes van de m.m.k.-bronnen horende bij de

opgewekte stromen gegeven door:

κφsl
= νbsm

+ 3aNp (4.410)

De algemene vorm van de luchtspleetcomponenten (4.407)-(4.408) wordt dus uitgebreid tot :

ωbsm
= (1 + 6h) ω0 + (bNr + ed) Ω (4.411)

νbsm
= (1 + 3a) Np + bNr + es + ed (4.412)

Deze uitbreiding geldt alleen indien er luchtspleetvelden kunnen voorkomen met ordes die geen
veelvoud zijn van het aantal poolparen Np. Dit is het geval indien het aantal rotorgleuven Nr

geen Np-voud is en/of men statische en/of dynamische excentriciteit van de rotor in rekening
brengt.

De componenten van het luchtspleetveld, zonder evenwel rekening te houden met verzadiging,
kunnen we bijgevolg als volgt noteren:

ωbsm
= (1 + 6h) ω0 + (bNr + ed)Ω (4.413)

νbsm
= (1 + 3pa) Np + bNr + es + ed (4.414)

met

• p = 1 als één of verschillende van de volgende voorwaarden is voldaan:

1. Nr is geen veelvoud van Np

2. statische excentriciteit wordt in rekening gebracht (es)

3. dynamische excentriciteit wordt in rekening gebracht (ed)

• p = 2 in alle andere gevallen

Voor de andere types wikkelingen die hoger werden behandeld, namelijk bij de parallelschakeling
van de spoelgroepparen met equipotentiaalverbindingen en bij serieschakeling van de spoelgroep-
paren, is p steeds gelijk aan 2. Dit volgt rechtstreeks uit het verband tussen de ordes van de
fluxcomponenten en de ordes van de de m.m.k.-bronnen en de gëınduceerde spanningen, gegeven
door (4.217) en (4.220) voor de parallelschakeling met equipotentiaalverbindingen en door (4.274)
en (4.283) voor de serieschakeling.
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Aangezien de reluctiviteit van het stator- en rotorijzer een even functie is van de magnetische
inductie B kunnen we de reluctanties van het magnetisch netwerk schrijven als een functie van het
kwadraat van de flux die erdoor vloeit. De pulsaties en ordes van de reluctanties hebben bijgevolg
dezelfde vorm als de pulsaties en ordes van het kwadraat van de flux. Het product van twee
componenten (ω1, κ1) en (ω2, κ2) levert telkens twee componenten op nl. de som en het verschil van
de componenten:

(ω1, κ1) + (ω2, κ2) (4.415)

en

(ω1, κ1) − (ω2, κ2) (4.416)

zodat de vorm van de fluxcomponenten (4.413)-(4.414) leidt tot de volgende algemene vorm van de
componenten van het kwadraat van de flux en dus van de reluctanties :

ωRsk
= (6h + 2v) ω0 + (bNr + ed) Ω (4.417)

κRsk
= (3pa + 2v) Np + bNr + es + ed (4.418)

Door de potentiaalval over de reluctanties, nl. het product van de flux en de reluctantie, in
rekening te brengen, bekomen we tenslotte de algemene vorm van de fluxcomponenten:

ωφsl
= (1 + 6h + 2v) ω0 + (bNr + ed) Ω (4.419)

κφsl
= (1 + 3pa + 2v) Np + bNr + es + ed (4.420)

Voor het bepalen van de algemene vorm van de componenten van de rotorgrootheden nemen
we de componenten van het luchtspleetveld, zoals waargenomen door een waarnemer vast aan de
stator, als uitgangspunt:

ωbsm
= (1 + 6h + 2v) ω0 + (bNr + ed)Ω (4.421)

νbsm
= (1 + 3pa + 2v) Np + bNr + es + ed (4.422)

Een waarnemer meedraaiend met de rotor neemt hierbij de volgende pulsaties en ordes van het
luchtspleetveld waar:

ωbrm
= ωbsm

− νbsm
(4.423)

= (1 + 6h + 2v) ω0 − [(1 + 3pa) Np + es] Ω (4.424)

νbrm
= νbsm

(4.425)

= (1 + 3pa + 2v) Np + bNr + es + ed (4.426)

De componenten van de rotorfluxen worden bijgevolg gegeven door de volgende algemene uit-
drukking:

ωφrn
= ωirn = (1 + 6h) ω0 − [(1 + 3pa)Np + es] Ω (4.427)

κφrn
= κirn = (1 + 3pa) Np + bNr + es + ed (4.428)
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terwijl de componenten van de rotorreluctanties beantwoorden aan de volgende vorm:

ωRsk
= (6h + 2v) ω0 + (bNr + ed) Ω (4.429)

κRsk
= (3pa + 2v) Np + bNr + es + ed (4.430)

Tenslotte bepalen we de algemene vorm van de componenten van de magnetische kracht die
op de statorsectoren inwerkt. Uit de berekeningsmethode uiteengezet in §4.6.2 blijkt dat krachten
kwadratische functies van de tandpotentialen en de jukfluxen zijn zodat de componenten van de
krachten aan dezelfde algemene vorm als de reluctanties voldoen.

Voor het opstellen van de bovenvermelde lijsten beschouwen we een beperkt bereik van de
parameters h, a, b, es, ed en v:

−hmax ≤ h ≤ hmax (4.431)

−amax ≤ a ≤ amax (4.432)

−bmax ≤ b ≤ bmax (4.433)

−esmax ≤ es ≤ esmax (4.434)

−edmax ≤ ed ≤ edmax (4.435)

−vmax ≤ v ≤ vmax (4.436)

We beschouwen dan alle componenten van de flux en de reluctanties van stator en rotor, ge-
geven door respectievelijk (4.419)-(4.420), (4.418)-(4.418), (4.427)-(4.428) en (4.430)-(4.430) voor
het gegeven bereik van de parameters. Iedere bekomen component wordt dan met behulp van de
uitdrukking voor equivalente componenten (4.16) omgevormd tot een component die voldoet aan
de gestelde eisen (4.17)-(4.19) en opgenomen in de betreffende lijst indien de component hierin nog
niet voorkomt.

Met behulp van de relaties tussen de componenten van de statortandfluxen en de componenten
van de gëınduceerde spanningen in de statorwikkeling, die naargelang het type wikkeling gege-
ven worden door (4.219)-(4.220), (4.250)-(4.252) en (4.282)-(4.283), worden de componenten van
de statorstroom afgeleid van de statorfluxcomponenten. Hierbij wordt tevens rekening gehouden
met de voorwaarden die aan de stroomcomponenten worden gesteld, die respectievelijk gegeven
worden door (4.213)-(4.214), (4.229)-(4.230) en (4.260)-(4.261). Bovendien moeten in bepaalde
gevallen stroomcomponenten worden uitgesloten, zoals de componenten die overeenkomen met een
homopolaire stroom bij een niet-verbonden sterschakeling.

De componenten van de rotorstroom zijn gelijk aan deze van de rotorflux, waarbij echter de
componenten met pulsatie gelijk aan nul worden uitgesloten.

Tenslotte wordt een lijst opgesteld van de componenten van de magnetische kracht die men
wenst te berekenen. Zoals reeds vermeld voldoen de krachtcomponenten aan de algemene vorm
van de componenten van de statorreluctantie (4.418)-(4.418). Bij het opstellen van de lijst van de
krachtcomponenten kan men zich beperken tot het frequentiebereik en ordebereik dat men wenst
te analyseren. Voor het berekenen van de magnetische krachten met het oog op de studie van
geluidsproblemen bij inductiemachimes kan men zich beperken tot de hoorbare frequenties en,
zeker voor kleinere machines, tot de lagere ordes, bijvoorbeeld tot vierde orde. De mechanische
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stijfheid van de machine neemt immers sterk toe voor grotere ordes zodat ze van weinig belang zijn
voor de productie van trillingen en geluid bij kleinere machines.

4.8 Vergelijking met andere berekeningsmethodes

In de hierboven beschreven berekeningsmethode kunnen de verschillende factoren die de frequenties
en de ordes van de magnetische krachten en bijgevolg het frequentiespectrum van het geluid en de
trillingen bepalen in rekening worden gebracht. Ten eerste wordt het luchtspleetveld beschreven
aan de hand van de magnetische scalaire potentiaal van de stator- en rotortanden en van de per-
meantie tussen de stator- en rotortanden die bepaald wordt door de permeantie van het stator-
en rotoroppervlak en de permeantie van de luchtspleet. Op deze manier worden het gleufeffect
en eventuele statische en dynamische excentriciteit in rekening gebracht. Verder wordt door de
modellering van het stator- en rotorblik door middel van niet-lineaire reluctanties het effect van de
verzadiging weergegeven. De beschrijving van de stroomverdeling door middel van discrete m.m.k.-
bronnen geeft weer dat de stroomvoerende geleiders in gleuven ondergebracht zijn zodat, om het in
de terminologie van de draaiveldtheorie uit te drukken, de m.m.k.-harmonischen in rekening worden
gebracht. Via de brontermen van het gekoppeld magnetisch-elektrisch systeem, nl. de componenten
van de aangelegde spanning, worden tenslotte ook de spanningsharmonischen bij invertorvoeding
in het model gëıntroduceerd.

Door de rechtstreekse koppeling van de magnetische en de elektrische netwerkvergelijkigen
wordt de wisselwerking tussen beide systemen volledig in rekening gebracht. Enerzijds worden
de gëınduceerde spanningen in de statorwikkeling en in de rotorkooi bepaald op basis van alle flux-
componenten. Anderzijds wordt iedere stroomcomponent in het magnetisch netwerk weergegeven
door middel van de componenten van de m.m.k.-bronnen die ermee overeenstemmen. Dit heeft
als gevolg dat voor iedere fluxcomponent de eventuele demping door de statorwikkeling of door
de rotorkooi in het model vervat is. De demping van de fluxcomponenten door de statorwikkeling
wordt in grote mate bepaald door de schakeling van de statorspoelen. Bijvoorbeeld worden bij
serieschakeling van de spoelgroepparen van de fasen enkel de fluxcomponenten met een orde die
een veelvoud van Np is gedempt omdat enkel deze fluxcomponenten spanningen induceren in de
fasewikkelingen.

Ook de methode beschreven in [Vandevelde 94b], steunend op de draaiveldtheorie, vertoont
beide eigenschappen, nl. het in rekening brengen van de verschillende factoren die het frequentie-
spectrum van het geluid bepalen en de volledige koppeling tussen de magnetische en elektrische
systemen.

Bij de meeste methodes beschreven in de literatuur wordt slechts rekening gehouden met een
aantal factoren die van belang zijn voor de geluidsproductie en is de koppeling tussen de elektrische
en de magnetische systemen slechts gedeeltelijk. We kunnen dit illustreren aan de hand van enkele
voorbeelden.

In [Verma 90, Verma 94] wordt een methode beschreven die steunt op de draaiveldtheorie en
die als volgt kan samengevat worden. Eerst worden de stromen bepaald aan de hand van een aan-
tal spanningsvergelijkingen, volgens een methode uiteengezet in [Oberretl 65]. Hierbij wordt geen
rekening gehouden met verzadiging en worden stator en rotor als glad beschouwd (geen gleufef-
fect). Het luchtspleetveld wordt aldus enkel bepaald door de m.m.k.-golven van stator en rotor.
Wel wordt wel de zgn. meervoudige ankerreactie beschouwd, d.i. de reactie van de rotor op de
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ruimteharmonischen van de velden opgewekt door de stator en omgekeerd. In deze stap van de
berekeningsmethode is het elektrisch en magnetisch systeem volledig gekoppeld. Verder worden
het gleufeffect en verzadiging gemodelleerd aan de hand van permeantiegolven. Het luchtspleetveld
wordt aldus bekomen door het vermenigvuldigen van de m.m.k.-golven, die corresponderen met
de eerder berekende stromen, met de permeantiegolven. Het resulterende luchtspleetveld bevat
hierdoor een reeks componenten die bij het opstellen van de spanningsvergelijkingen voor de be-
rekening van de stromen niet voorkomen omdat hierbij enkel met de m.m.k.-harmonischen wordt
rekening gehouden. De spanningen die deze bijkomende veldcomponenten induceren in stator en
rotor worden niet in rekening gebracht. De demping van de luchtspleetvelden te wijten aan de
permeantiegolven is dus niet opgenomen in deze berekeningsmethode zodat de koppeling tussen
het magnetisch en het elektrisch systeem dus onvolledig is. Verder wordt enkel sinusoidale voeding
beschouwd en wordt het effect van rotorexcentriciteit niet in de berekeningsmethode opgenomen.

In [Bolte 90] wordt het geluid van invertorgevoede inductiemachines in functie van de voedings-
frequentie behandeld. Hierbij wordt enkel rekening gehouden met het gleufeffect van de stator.
Andere factoren als rotorgleufeffect, excentriciteit en verzadiging worden niet beschouwd. Verder
worden enkel statorstromen met de fundamentele frequentie en rotorstromen met slipfrequentie.
De reactie van de rotor op de ruimteharmonischen te wijten aan de m.m.k.-harmonischen en aan
het gleufeffect van de stator wordt dus niet in rekening gebracht.

Bij berekeningsmethodes die specifiek bedoeld zijn voor de analyse van het geluid bij invertorge-
voede inductiemachines wordt dikwijls enkel het effect van de harmonischen in de voedingsspanning
en in de statorstroom behandeld. Een voorbeeld hiervan is de methode beschreven in [Verdyck 93]
die gebruik maakt van een eindige-elementenmodellering en toegepast kan worden op verschillende
machinetypes. Hierbij wordt het veld opgedeeld in het hoofdveld dat opgewekt wordt door de fun-
damentele stroom en dat de verzadigingstoestand van de machine bepaalt, en de velden ten gevolge
van de harmonische stromen die berekend worden aan de hand van een gelineariseerd magnetisch
model. De fundamentele stroom en de harmonische stromen vormen het uitgangspunt van een
magnetisch-mechanisch model dat steunt op de techniek van de modale analyse.

Ook in [Yacamini 95] concentreert men zich op de invloed van de harmonische inhoud van de
voeding op het geluid en de trillingen in inductiemachines. Voor de ruimtelijke beschrijving van
het luchtspleetveld maakt men hierbij gebruik van de m.m.k.- en permeantiegolven zoals in de
draaiveldtheorie terwijl het tijdsverloop van de velden en de krachten in het tijdsdomein worden
berekend. Bij deze methode worden de m.m.k.-harmonischen en het gleufeffect in rekening ge-
bracht. Bij de berekening van de gëınduceerde spanningen in de statorwikkeling wordt echter geen
rekening gehouden met de ruimteharmonischen van het veld opgewekt door de rotorstromen en
het rotorgleufeffect. Omgekeerd worden bij de berekening van de rotorstromen de ruimteharmoni-
schen van de stator-m.m.k. niet beschouwd. De koppeling tussen het magnetische en het elektrisch
systeem is bijgevolg onvolledig.

4.9 Besluit

De in dit werk ontwikkelde berekeningsmethode is niet toegespitst op één welbepaalde factor bij
de geluidsproductie, maar tracht een zo volledig mogelijk beeld van de magnetische krachtwerking
in inductiemachines te schetsen waarbij de verschillende factoren terzelfdertijd in rekening worden
gebracht. Uit de resultaten van volgend hoofdstuk zal immers blijken dat bepaalde frequenties die
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in het frequentiespectrum van het geluid zeer nadrukkelijk voorkomen slechts kunnen verklaard
worden als men verschillende effecten zoals gleufeffect en excentriciteit tesamen in rekening brengt.
Daarnaast kan men ook eventueel de invloed van één bepaalde factor apart bestuderen, bijvoorbeeld
de harmonischen van de aangelegde spanning bij invertorvoeding. Bij het opstellen van de lijsten
met componenten van de magnetische en elektrische grootheden heeft men immers de keuze welke
factoren men in het model wenst op te nemen.

Bovendien wordt, naast de volledigheid van het model, een zekere numerieke nauwkeurigheid
nagestreefd. Daartoe wordt een magnetisch netwerkmodel aangewend in plaats van bijvoorbeeld
de sterk benaderende draaiveldtheorie. Verder wordt een volledige koppeling tussen het magne-
tisch en het elektrisch systeem toegepast teneinde de demping van de fluxcomponenten door de
statorwikkeling en de rotorkooi in rekening te brengen.
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Hoofdstuk 5

Experimentele verificatie van de

berekeningsmethode

5.1 Inleiding

Voor de implementatie van de berekeningsmethode voorgesteld in vorig hoofdstuk werd een compu-
terprogramma ontwikkeld aan de hand waarvan men de componenten van de stromen, de velden en
de magnetische krachten in een spanningsgevoede inductiemachine met kooianker kan berekenen.

De beschreven methode wordt nu experimenteel geverifieerd enerzijds door het vergelijken van
de berekende en de opgemeten flux in de statortanden van een inductiemachine en anderzijds door
het vergelijken van de berekende componenten van de magnetische krachten met het opgemeten
frequentiespectrum van het geluid en de trillingen.

Voor de experimentele verificatie werden metingen verricht op twee kooiankermotoren, verder
’inductiemachine 1’ en ’inductiemachine 2’ genoemd, waarvan de kenplaatgegevens en de belang-
rijkste afmetingen zijn opgenomen in respectievelijk Tabel 5.1 en Tabel 5.2. De rotoren van beide
machines hebben rechte open gleuven. De statorwikkelingen van beide machines zijn eenlaags-
wikkelingen waarbij de spoelgroepen van iedere fase in serie geschakeld zijn. Bij de metingen en
berekeningen die verder worden besproken zijn de fasewikkelingen steeds in driehoek geschakeld en
draait de motor bij nullast.

Wat de voeding betreft wordt verder zowel netvoeding als invertorvoeding beschouwd. Er wordt
hierbij gebruik gemaakt van een invertor met synchrone PWM bij een grondfrequentie f0 van 50
Hz. Het spectrum van de uitgangsspanning van de invertor is weergegeven in Figuur 5.1.

5.2 Vergelijking van berekende en opgemeten statortandfluxen

5.2.1 Beschrijving van de meetopstelling

Om de berekeningsmethode te verifiëren werd de flux opgemeten in de statortanden van induc-
tiemachine 1. Hiertoe werd rond de top van iedere statortand een meetspoeltje aangebracht. Dit
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Tabel 5.1: Kenplaatgegevens en belangrijkste afmetingen van inductiemachine 1

vermogen 3.0 kW
spanning 220 - 240 V ∆ / 380 - 415 V Y

stroom 12.3 - 11.6 A / 7.1 - 6.7 A
frequentie 50 Hz
toerental 1420 r/min
aantal poolparen Np 2
aantal statorgleuven Ns 36
aantal rotorgleuven Nr 32
luchtspleetlengte δ 0.39 mm
axiale lengte van de magnetische kern 127 mm
diameter van de luchtspleet 92 mm

Tabel 5.2: Kenplaatgegevens en belangrijkste afmetingen van inductiemachine 2

vermogen 2.2 kW
spanning 220 V ∆ / 380 V Y

stroom 10 A / 5.8 A
frequentie 50 Hz
toerental 1405 r/min
aantal poolparen Np 2
aantal statorgleuven Ns 36
aantal rotorgleuven Nr 34
luchtspleetlengte δ 0.25 mm
axiale lengte van de magnetische kern 100 mm
diameter van de luchtspleet 91 mm

laat ons toe om zowel het tijdsverloop als het ruimtelijk verloop van de statortandflux, m.a.w. de
componenten met verschillende frequenties en ordes, op te meten.

De spanningen gëınduceerd in de meetspoeltjes worden gemeten met behulp van een data-
acquisitiesysteem met 8 kanalen die simultaan bemonsterd worden. Omdat de spanningen over de
36 meetspoeltjes niet terzelfdertijd kunnen opgemeten worden, wordt de volgende meetprocedure
toegepast. Men meet de spanning gëınduceerd in het meetspoeltje rond tand 0 en door middel
van een Fast Fourier Transform (FFT) bepaalt men het frequentiespectrum van deze gëınduceerde
spanning. De opgemeten frequenties fk worden gegeven door:

fk = k
fs

2n
k = 0, . . . , n (5.1)

waarbij 2n het aantal punten en fs de bemonsteringssnelheid is. De complexe waarden van de
frequentiecomponenten van de gëınduceerde spanningen in meetspoeltje 0 worden als volgt geno-
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Figuur 5.1: Spectrum van de uitgangsspanning van de invertor met synchrone PWM

teerd1:

ā0
0 ā0

1 ā0
2 . . . ā0

n−1 ā0
n (5.2)

Vervolgens wordt voor iedere frequentiecomponent k de complexe verhouding tussen de spanning
in ieder meetspoeltje i t.o.v. de spanning in meetspoeltje 0 bepaald, of m.a.w. het ’frequentie-
antwoord’ h̄i

k (k=0,. . .,n) met als ’ingang’ de spanning in spoel 0 en als ’uitgang’ de spanning in
spoel i. Aangezien we over 8 kanalen beschikken, worden in een reeks achtereenvolgende metingen
telkens 7 meetspoeltjes en meetspoeltje 0 bemonsterd. Op basis van een FFT-analyse van de
opgemeten spanningen in de meetspoeltjes 1 tot Ns − 1 en de simultaan opgemeten spanning in
spoeltje 0, worden dan de complexe verhoudingen h̄i

k bepaald:

h̄i
0 h̄i

1 h̄i
2 . . . h̄0

n−1 h̄0
n (5.3)

De frequentiecomponenten van de spanningen in de meetspoeltjes 1 tot Ns − 1 worden aldus als
volgt bepaald:

āi
k = ā0

k · h̄i
k k = 0, . . . , n ; i = 1, . . . , Ns − 1 (5.4)

1Aangezien tussen de coëfficiënten āk bekomen aan de hand een Fourier-analyse van 2n discrete meetwaarden de
volgende betrekkingen gelden:

āk = ā2n+k ; ā−k = ā
∗

k

zijn de coëfficiënten ā0 en ān reëel.
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Tenslotte wordt voor iedere frequentiecomponent k een Fourier-ontwikkeling (in de ruimte)
van de complexe waarden āi

k van de gëınduceerde spanningen in de spoeltjes i = 0, . . . , Ns − 1
doorgevoerd zodat we een tweedimensionale Fourier-ontwikkeling van de opgemeten spanningen,
d.i. in tijd (frequenties) en ruimte (ordes), bekomen:

ākl k = 0, . . . , n; l = 0, . . . , Ns − 1 (5.5)

waarbij de index k betrekking heeft op de frequentie en de index l op de orde. Aangezien de
opgemeten spanningen gelijk zijn aan de tijdsafgeleiden van de tandfluxen, worden de componenten
van de tandfluxen b̄kl als volgt afgeleid van de componenten van de gëınduceerde spanningen ākl:

b̄kl =
ākl

j2πfk
k = 1, . . . , n; l = 0, . . . , Ns − 1 (5.6)

Wat de praktische realisatie betreft, worden eerst alle metingen uitgevoerd, gestuurd vanuit
een PC, waarbij de opgemeten gëınduceerde spanningen opgeslagen worden in bestanden. De
verwerking van de meetgegevens gebeurt achteraf op een werkstation. Hierbij kan enerzijds het
tijdsverloop van de tandfluxen bekomen worden door numerieke integratie van de opgemeten span-
ningen. Anderzijds kan men de verschillende componenten b̄kl van de tandflux bepalen door middel
van de hierboven beschreven tweedimensionale Fourier-analyse.

5.2.2 Resultaten

Aangezien de meetspoeltjes zich aan de tandtoppen bevinden tegen de luchtspleet, worden de
opgemeten tandfluxen vergeleken met de berekende flux Φls van het magnetische netwerkmodel,
d.i. het deel van de statortandflux dat de luchtspleet oversteekt. Voor de eenvoud zullen we deze
flux verder kortweg de tandflux noemen.

In Figuur 5.2 wordt het opgemeten fluxpatroon in drie opeenvolgende statortanden bij nullast
en bij netvoeding van inductiemachine 1 weergegeven terwijl in Figuur 5.3 het berekend tijdsverloop
van de tandflux, bepaald op basis van de berekende fluxcomponenten voor dezelfde werkingstoe-
stand, wordt voorgesteld. Voor de duidelijkheid van de figuur werden hierbij de fluxen in tanden 2
en 3 in de tijd verschoven. In beide figuren wordt het effect van verzadiging en van de rotorgleu-
ven duidelijk gëıllustreerd. Verder wordt een goede overeenkomst tussen berekende en opgemeten
fluxpatronen waargenomen.

Bij de beschouwde inductiemachine zijn er drie gleuven per pool en per fase (q = 3). Bij tanden
1 en 2 bevatten de gleuven aan beide zijden van de tand spoelzijden van dezelfde fase terwijl tand
3 zich bevindt tussen spoelzijden van verschillende fasen. Het fluxpatroon van tand 3 is duidelijk
verschillend van die in tanden 1 en 2, zowel bij de opgemeten als bij de berekende tandfluxen.

In Figuur 5.4 worden de gemeten en berekende tandfluxen tesamen voorgesteld. Hieruit blijkt
de afwijking qua amplitude groter te zijn bij tand 3 die zich tussen spoelzijden van verschillende
fasen bevindt dan bij de andere tanden.

Verder worden enkele frequentiecomponenten van de opgemeten en de berekende flux met elkaar
vergeleken. Bij serieschakeling van de spoelgroepparen van een fase wordt de algemene uitdrukking
van de pulsaties en de ordes van de fluxcomponenten gegeven door (4.419)-(4.420) met p = 2 en
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Figuur 5.2: Opgemeten fluxpatronen in drie statortanden (inductiemachine 1, netvoeding)
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Figuur 5.3: Berekende fluxpatronen in drie statortanden (inductiemachine 1, netvoeding)
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Figuur 5.4: Opgemeten en berekende fluxpatronen in drie statortanden (inductiemachine 1, net-
voeding)
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h = 0 (netvoeding):

ωφsl
= (1 + 2v)ω0 + (bNr + ed)Ω (5.7)

κφsl
= (1 + 2v + 6a)Np + bNr + es + ed (5.8)

met

ω0 = 2πf0 = 2π 50 rad/s (5.9)

Bij nullast is de slip s ongeveer nul zodat de hoeksnelheid van de rotor Ω gegeven wordt door:

Ω = (1 − s)
ω0

Np
≈ ω0

Np
(5.10)

Beschouwen we bijvoorbeeld de fluxcomponenten veroorzaakt door verzadiging met v = 1 en
b = ed = es = 0. Bij de beschouwde inductiemachine (Np = 2) bekomen we aldus velden met
frequentie 3f0 = 150Hz en ordes gegeven door:

κφsl
= (3 + 6a)Np = 6 + 12a (5.11)

Wegens de equivalentie tussen de componenten met ordes κ en κ + Ns beschouwen we voor de
voorstelling van de meet- en berekeningsresultaten het volgende interval voor de ordes:

−Ns

2
+ 1 ≤ κ ≤ Ns

2
(5.12)

Bij de Fourier-analyse van de meetresultaten kan men de componenten met ordes tot Ns

2 (in absolute
waarde) bepalen, waarbij de nauwkeurigheid voor de hogere ordes echter afneemt.

Met Ns = 36 bij zowel inductiemachine 1 als inductiemachine 2 is het interval voor de ordes
dus gegeven door:

−17 ≤ κ ≤ 18 (5.13)

Voor de componenten met frequentie 150 Hz bekomen we volgens (5.11) de ordes -6, 6 en
18. In Figuur 5.5 worden de drie berekende componenten met frequentie 150 Hz vergeleken met
de opgemeten componenten. De ordes 6 en -6 blijken inderdaad duidelijk aanwezig te zijn in de
opgemeten tandfluxen. Orde 18 is veel minder uitgesproken zowel volgens de berekeningen als de
metingen en kan trouwens niet nauwkeurig opgemeten worden. We bemerken voor de ordes 6 en
-6 een vrij goede overeenkomst tussen de metingen en de berekeningsresultaten.

Om het rotorgleufeffect te illustreren beschouwen we de fluxcomponenten met b = 1 en v = es =
ed = 0. Met Nr = 32 voor inductiemachine 1 bekomen we voor deze waarden van de parameters
componenten met een frequentie van (ongeveer) 850 Hz en met ordes -14, -2 en 10. Uit Figuur 5.6
blijkt dat bij de opgemeten tandfluxcomponenten met frequentie 850 Hz de componenten met ordes
-14, -2 en 10 overheersen. Voor orde -2 is de overeenkomst tussen de berekende en de opgemeten
waarde vrij goed, terwijl er voor de ordes -14 en 10 een grotere afwijking optreedt.
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Figuur 5.5: 150 Hz-componenten van de statortandflux (inductiemachine 1, netvoeding)
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Figuur 5.6: 850 Hz-componenten van de statortandflux (inductiemachine 1, netvoeding)
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5.3 Vergelijking van opgemeten frequentiespectra met de bere-

kende krachtcomponenten

Omdat de magnetische krachten niet rechtstreeks kunnen opgemeten worden, worden de berekende
componenten van de magnetische krachten vergeleken met het opgemeten frequentiespectrum van
het geluid en de trillingen van de inductiemachines. De amplitudes van de componenten van het
geluid en de trillingen worden niet alleen door de amplitude van de exciterende krachten bepaald
maar ook door de mechanische respons van het statorhuis op de krachten en door de akoestische
eigenschappen van de machines. De vergelijking tussen de krachtgolven en het geluid en de trillingen
is dus eerder kwalitatief dan kwantitatief.

De algemene uitdrukking voor de componenten van de magnetische krachten bij beide induc-
tiemachines wordt gegeven door (4.418)-(4.418) met p = 2:

ωfk
= (6h + 2v)ω0 + (bNr + ed)Ω (5.14)

κfk
= (6a + 2v)Np + bNr + es + ed (5.15)

waarbij, bij nullast, de hoeksnelheid van de rotor gegeven wordt door :

Ω ≈ ω0

Np
(5.16)

5.3.1 Resultaten voor inductiemachine 1

Teneerste beschouwen het geval van netvoeding (h = 0).

Als we bij inductiemachine 1 geen excentriciteit in rekening brengen (es = ed = 0) zijn de ordes
van de krachtcomponenten steeds viervouden volgens (5.15) met Np = 2 en Nr = 32. Bij nullast
(ω ≈ ω0

Np
) zijn de frequenties van de krachtcomponenten in dit geval (benaderend) veelvouden

van de dubbele voedingsfrequentie, m.a.w veelvouden van 100 Hz: Uit Figuren 5.7 en 5.8 die
de frequentiespectra van het geluid en de trillingen in het interval 400 Hz - 2000 Hz weergeven
blijkt duidelijk dat niet alle waargenomen frequenties veelvouden van 100 Hz zijn, bijvoorbeeld de
frequentie (±) 1750 Hz die zeer duidelijk optreedt.

Indien we echter wel excentriciteit in rekening brengen bekomen we ook andere ordes en frequen-
ties voor respectievelijk viervouden en veelvouden van 100 Hz. In Figuur 5.9 worden de resultaten
van de berekeningen van de radiale krachten voorgesteld waarbij rekening wordt gehouden met
gleufeffect, verzadiging en excentriciteit. De amplitudes van de krachtcomponenten (in N) wor-
den hierbij in een logaritmische schaal weergegeven. In deze figuur zijn enkel de componenten tot
tweede orde (in absolute waarde2) opgenomen omdat deze van primordiaal belang blijken te zijn
voor de productie van geluid en trillingen. De meeste frequenties in de opgemeten frequentiespectra
kunnen immers verklaard worden aan de hand van de berekende krachtcomponenten van tweede
orde, nl. de frequenties 875, 900, 1500, 1600, 1700, 1725 en 1750 Hz. De frequenties van de kracht-
componenten van nulde orde met (relatief) hoge amplitudes blijken ook duidelijk voor te komen in
de opgemeten spectra, bijv. 600 Hz en 1800 Hz.

2Bij de voorstelling van de resultaten beschouwen we, zoals voorheen reeds vermeld, het volgende interval voor de
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frequentie (Hz)

dB

Figuur 5.7: Frequentiespectrum van de geluidsintensiteit (inductiemachine 1, netvoeding)

frequentie (Hz)

dB

Figuur 5.8: Frequentiespectrum van de trillingen (inductiemachine 1, netvoeding)
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frequentieorde 2orde 1orde 0
Figuur 5.9: Berekende radiale krachten tot tweede orde (inductiemachine 1, netvoeding)
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dB

Figuur 5.10: Frequentiespectrum van de geluidsintensiteit (inductiemachine 1, invertorvoeding)
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Bij voeding van de machine door een invertor met synchrone PWM geldt net zoals bij netvoe-
ding dat bij inductiemachine 1 de ordes van de krachtcomponenten viervouden zijn en de frequenties
veelvouden zijn van 100 Hz indien men geen rekening houdt met excentriciteit. In Figuur 5.10 wordt
het opgemeten frequentiespectrum bij invertorvoeding voorgesteld. Hierbij valt op dat de voorko-
mende frequenties nagenoeg dezelfde zijn als bij netvoeding (Figuur 5.7). Bij deze inductiemachine
kan het frequentiespectrum van het geluid bij invertorvoeding verklaard worden aan de hand van
de berekende krachtcomponenten bij netvoeding waarbij de effecten van de gleuven, verzading en
excentriciteit in rekening zijn gebracht (Figuur 5.9). De spanningsharmonischen van de voeding
blijken bij inductiemachine 1 dus weinig invloed te hebben, althans in het beschouwde frequentie-
interval. Net als bij netvoeding blijken de krachtcomponenten van vierde orde die ontstaan door
gleufeffect van ondergeschikt belang te zijn voor het geluid bij deze inductiemachine.

5.3.2 Resultaten voor inductiemachine 2

Het belangrijkste verschil tussen inductiemachine 1 en 2, voor wat de geluidsproductie betreft, is
het aantal rotorgleuven. Bij inductiemachine 2 met Nr = 34 kunnen er door gleufeffect krachtcom-
ponenten optreden van tweede orde.

Beschouwen we bijvoorbeeld de component met parameters b = 1 en h = a = ed = es = v = 0,
dan bekomen we volgens (5.14)-(5.15) een component met frequentie van ± 850 Hz en orde Nr

= 34, wat equivalent is met orde Nr-Ns = 34-36 = -2. Het effect van deze krachtcomponent van
tweede orde met frequentie 850 Hz is duidelijk merkbaar in het spectrum van het geluid en de
trillingen van inductiemachine 2, weergegeven in Figuren 5.11 en 5.12.

In Figuur 5.13 worden de krachtcomponenten (tot tweede orde) voorgesteld die resulteren uit
de berekeningen bij netvoeding waarbij opnieuw rekening wordt gehouden met zowel gleufeffect,
verzadiging als excentriciteit. Er is een duidelijke overeenkomst tussen de frequenties van de bere-
kende krachtgolven van tweede orde (Figuur 5.13) en de waargenomen frequenties in het geluid en
de trillingen (Figuren 5.11 en 5.12).

Bij inductiemachine 2 bij netvoeding ontstaan er door gleufeffect krachtcomponenten van tweede
orde, die duidelijk te merken zijn in de opgemeten frequentiespectrum van het geluid. Bij inver-
torvoeding ontstaan volgens (5.14)-(5.15) door de spanningsharmonischen (parameter h) tal van
bijkomende componenten van tweede orde. Bij deze machine kan het frequentiespectrum van het
geluid, voorgesteld in Figuur 5.15, bijna volledig verklaard worden aan de hand van de berekende
krachtcomponenten die men bekomt door enkel rekening te houden met de spanningsharmonischen
en het gleufeffect en die voorgesteld zijn in Figuur 5.14. De voornaamste frequenties in het opge-
meten spectrum blijken overeen te komen met krachtcomponenten van tweede orde.

ordes (voor Ns = 36):

−17 ≤ κf ≤ 18 (5.17)

Componenten met tegengestelde orde vertonen dezelfde ruimtelijke verdeling. Het teken van de orde bepaalt als het
ware enkel de draaizin van de krachtcomponent (of ’krachtgolf’), zodat verder geen onderscheid meer wordt gemaakt
tussen componenten met positieve en negatieve ordes.
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Figuur 5.11: Frequentiespectrum van de geluidsintensiteit (inductiemachine 2, netvoeding)
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dB

Figuur 5.12: Frequentiespectrum van de trillingen (inductiemachine 2, netvoeding)
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Figuur 5.13: Berekende radiale krachten tot tweede orde (inductiemachine 2, netvoeding)
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0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 kHz-6-4
-20N, log

frequentieorde 2orde 0
Figuur 5.14: Berekende radiale krachten tot tweede orde (inductiemachine 2, invertorvoeding)

5.4 Besluit

Uit de vergelijking van de berekende en de opgemeten fluxpatronen in de statortanden blijkt dat met
de voorgestelde berekeningsmethode die steunt op een magnetisch netwerkmodel de magnetische
fluxverdeling in een machine vrij nauwkeurig kan berekend worden. De verschillende componenten
(frequenties en ordes) van de flux die bij de berekeningen worden beschouwd blijken in de opgemeten
fluxen nadrukkelijk aanwezig te zijn.

Op basis van de berekende krachtgolven kunnen de waargenomen frequentiespectra van het
geluid en van de trillingen worden voorspeld. Bij de beschouwde (kleine) inductiemachines blijken
de krachtcomponenten van tweede orde een zeer voorname rol te spelen. Bij bepaalde combinaties
van het aantal stator- en rotorgleuven (zoals bijvoorbeeld bij inductiemachine 1) moet men bij de
berekeningen van de krachtgolven rekening houden met gleufeffect, verzadiging en excentriciteit om
het frequentiespectrum van het geluid te kunnen voorspellen, zowel bij netvoeding als bij invertor-
voeding. Bij andere combinaties (bijvoorbeeld bij inductiemachine 2) kan het bij invertorvoeding
echter volstaan enkel het gleufeffect en de spanningsharmonischen in rekening te brengen om het
geluidsspectrum te verklaren.

Om een verder analyse van het geluid en de trillingen van de inductiemachines mogelijk te
maken dient de berekening van de magnetische krachten aangevuld te worden met een mechanisch
en akoestische modellering.
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Figuur 5.15: Frequentiespectrum van de geluidsintensiteit (inductiemachine 2, invertorvoeding)
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Hoofdstuk 6

Slotbeschouwingen

In dit werk werd het elektromagnetisch aspect van de productie van geluid en trillingen bij induc-
tiemachines behandeld.

Eerst is een algemene werkwijze voor het berekenen van de vervormingen in gemagnetiseerd
materiaal opgesteld. Daarbij wordt een magnetische langeafstandskrachtwerking gedefinieerd die
eenduidig bepaald is door de macroscopische velden. De totale kracht en het totale moment die
door de magnetische langeafstandskrachtwerking uitoefend worden op een deel van een magnetisch
lichaam kunnen (onder andere) berekend worden aan de hand van de elektromagnetische span-
ning σ̄em(n̄), die diverse equivalente formuleringen kent (Chu- en Ampère-formuleringen). Uit de
vorm van σ̄em(n̄) blijkt dat de magnetische langeafstandskrachtwerking niet in de vorm van een
krachtdichtheid (kracht per volume-eenheid) kan geformuleerd worden. Naast de langeafstands-
krachtwerking wordt de korteafstandskracht beschouwd die in het algemeen van zowel magnetische
als mechanische aard is en door middel van de spanning τ̄(n̄) wordt weergegeven.

Door de magnetische verschijnselen en de elastische verschijnselen (vervorming) terzelfdertijd
te beschouwen, komt men tot een stelsel magneto-elastische vergelijkingen die ons toelaten de mag-
netische velden, de spanning τ̄(n̄) en de vervormingen te berekenen. De magnetische en elastische
vergelijkingen zijn hierbij op verschillende niveau’s met elkaar gekoppeld, o.a. door de constitutieve
wetten. De magneto-elastische vergelijkingen kunnen zowel in een Chu- als een Ampère-formulering
uitgedrukt worden, waarbij beide formuleringen equivalent zijn. Verder is er een methode voor-
gesteld om de vervorming ten gevolge van enkel de magnetische langeafstandskrachtwerking te
bepalen aan de hand van een fictieve magnetische krachtdichtheid. Dit komt overeen met het be-
palen van de vervorming als men de vervorming ten gevolge van interne structuurveranderingen,
de zgn. zuivere magnetostrictie verwaarloost.

De voorgestelde methode verschilt, zowel wat de theoretische achtergrond als wat het uitein-
delijke resultaat betreft, fundamenteel van de methodes voor het berekenen van de magnetische
krachtenverdeling die steunen op de lokale toepassing van de Maxwellspanningen of van het prin-
cipe van de virtuele arbeid en die in de literatuur veelvuldig besproken en toegepast worden. Deze
methodes uit de literatuur steunen dus op werkwijzen die in principe enkel gelden voor de bepaling
van de totale kracht en het totaal moment die op een magnetisch lichaam inwerken.

De hier afgeleide methode voor het berekenen van de vervorming ten gevolge van de magnetische
langeafstandskrachtwerking is met behulp van de eindige-elementenmethode toegepast voor het
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berekenen van de fictieve magnetische krachtenverdeling en de corresponderende vervorming van
inductiemachines. Hierbij werd tevens een vergelijking gemaakt met een methode die steunt op de
lokale toepassing van het principe van de virtuele arbeid, zoals beschreven in de literatuur.

Naast deze methode die steunt op de eindige-elementenmethode en die aldus kan toegepast
worden op tal van elektromagnetische systemen, is er een tweede methode voor het bepalen van de
magnetische krachtwerking ontwikkeld, specifiek voor inductiemachines. Bij deze methode wordt
niet de eigenlijke verdeling van de (fictieve) magnetische krachten in de machine berekend maar wel
de magnetische langeafstandskracht per statorsector. Deze methode die steunt op een gekoppeld
magnetisch-elektrisch netwerk en ontwikkeld is in het frequentie-orde-domein laat toe de exciterende
magnetische krachten zowel qua frequentie, orde als amplitude te bepalen. Het feit dat deze methode
in het frequentie-orde-domein direct de verschillende componenten van de krachtwerking oplevert,
die de frequenties van het geluid en de trillingen van magnetische oorsprong bepalen, is een voordeel
ten opzichte van berekeningsmethodes in het tijdsdomein. Bij deze laatste kan immers een zeer
groot aantal tijdsstappen vereist zijn om de relevante frequenties weer te geven, wat resulteert in
een grote rekentijd.

Het geluid en de trillingen van magnetische oorsprong bij inductiemachines worden veroorzaakt
door verschillende factoren, met name de harmonischen van de aangelegde spanning, het gleufeffect,
excentriciteit en verzadiging. De voorgestelde berekeningsmethode laat toe met al deze factoren
terzelfdertijd rekening te houden zodat het frequentiespectrum van het geluid en de trilligen in
detail kan geanalyseerd worden. Dit is in tegenstelling tot de meeste methodes die beschreven zijn
in de literatuur waarbij men zich namelijk toelegt op de studie van één bepaalde factor, bijvoorbeeld
de invloed van de vermogenselektronische voeding op de geluidsproductie.

Eveneens in tegenstelling tot de meeste methodes uit de literatuur zijn de magnetische en
elektrische vergelijkingen volledig met elkaar gekoppeld, zodat de demping van de verschillende
fluxcomponenten door de stator- en rotorstromen in rekening wordt gebracht. De demping door
de stromen in de statorwikkeling wordt sterk bepaald door de schakeling van de statorspoelen.
Daarom zijn bij het opstellen van de elektrische vergelijkingen verschillende types statorwikkelingen
beschouwd.

De berekeningsmethode werd experimenteel geverifieerd aan de hand van metingen van de flux
in de statortanden van een inductiemachine en verder door de vergelijking van de berekende kracht-
componenten met het opgemeten frequentiespectrum van het geluid en de trillingen van een paar
inductiemachines. Uit de vergelijking van de opgemeten en de berekende statortandfluxen blijken
de fluxcomponenten die in het magnetisch-elektrisch netwerkmodel in aanmerking worden geno-
men ook nadrukkelijk in de opgemeten fluxen aanwezig te zijn. Er is ook een goede overeenkomst
waar te nemen tussen het opgemeten en het berekende tijdsverloop van de statortandflux. Uit
de opgemeten frequentiespectra van het geluid zowel bij netvoeding als bij invertorvoeding blijkt
dat men bij bepaalde combinaties van het aantal stator- en rotorgleuven voor de berekening van
de magnetische krachtgolven verschillende factoren zoals gleufeffect, excentriciteit en verzadiging
terzelfdertijd in rekening moet brengen om de frequenties van het voortgebrachte geluid te kunnen
voorspellen.

De magnetische krachtwerking is slechts één van de aspecten van de geluids- en trillingspro-
ductie bij elektrische machines. Om op basis van de exciterende magnetische krachtwerking de
trillingen van de machine en verder de geluidsafstraling te bepalen, is een nauwkeurige mechani-
sche en akoestische modellering vereist. Een voor de hand liggende numerieke techniek voor de
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mechanische modellering is de eindige-elementenmethode. Deze methode is reeds in Hoofdstuk 3
gebruikt voor de bepaling van de magnetische krachtwerking en de daaruitvolgende vervorming van
een inductiemachine aan de hand van een sterk vereenvoudigd mechanisch model van de stator en
voor het statisch geval. Het ligt bijgevolg voor de hand deze methode verder uit te breiden naar het
dynamische geval waarbij men (noodgedwongen) zal moeten beroep doen op berekeningen van de
magnetische velden en de magnetische krachten in het tijdsdomein die zoals reeds gezegd zeer hoge
rekentijden met zich mee kunnen brengen. De berekende krachten kunnen dan door middel van
Fourier-analyse in frequentiecomponenten ontbonden worden om met behulp van modale analyse
(in het frequentiedomein) de vervormingen (trillingen) te berekenen. Ook de mogelijkheden om de
trillingen van de machine te bepalen op basis van de componenten van de magnetische krachten op
de statorsectoren die berekend worden op basis van het magnetisch netwerkmodel, dienen verder
onderzocht te worden.

In ieder geval moet voor de mechanische berekeningen een accuraat mechanisch model van
elektrische machines opgesteld worden. Dit is geenszins een eenvoudige opgave wegens de complexe
mechanische structuur van elektrische machines: een blikpakket, wikkelingen gëımpregneerd met
hars, een statorhuis (eventueel met koelvinnen) enz. . Bovendien kan een driedimensionaal model
vereist zijn om de invloed van bijvoorbeeld schuingestelde gleuven en de lagerschalen in rekening
te kunnen brengen.

Verder onderzoek op het gebied van de mechanische modellering om tot een gekoppeld elektro-
magnetisch-mechanisch model voor de bepaling van de trillingen en verder het geluid van magne-
tische oorsprong te komen is dus wenselijk.
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Appendix A

Magnetische kracht- en

koppeldichtheden en spanningen op

randoppervlakken

De fictieve krachtdichtheden afgeleid op basis van het Chu- en het Ampèremodel kunnen beschreven
worden aan de hand van een tensor volgens:

f̄ = ∇̄ · T̄ (A.1)

In deze appendix worden de tensoren T̄ c, T̄ c′ , T̄ a en T̄ a′ bepaald die corresponderen met respectie-
velijk de krachtdichtheden f̄c, f̄c′, f̄a en f̄a′ . Tevens wordt aangetoond dat ook de koppeldichtheden
c̄c, c̄c′ , c̄a en c̄a′ afgeleid kunnen worden van deze tensoren.

Ter hoogte van scheidingsoppervlakken tussen twee verschillende materialen vertonen de kracht-
dichtheden een singulariteit in de vorm van een kracht per oppervlakte-eenheid, m.a.w. een span-
ning. In het bijzonder worden hier de spanningen op scheidingsoppervlakken tussen magnetisch
en niet-magnetisch materiaal, de zgn. randoppervlakken beschouwd. In deze appendix worden
dus tevens de spanningen op randoppervlakken T̄c, T̄c′ , T̄a en T̄a′ afgeleid die corresponderen met
respectievelijk f̄c, f̄c′ , f̄a en f̄a′ . Ter hoogte van de randoppervlakken wordt de relatie tussen
de magnetische velden B̄ en H̄ binnen het magnetisch materiaal en de velden B̄′ en H̄ ′ in het
niet-magnetisch materiaal (M̄ ′ = 0), zoals voorgesteld in Figuur A.1 gegeven door:

B′

n = Bn (A.2)

H ′

n = Hn + Mn =
1

µ0
Bn (A.3)

H ′

t = Ht (A.4)

B′

t = Bt − µ0Mt = µ0Ht (A.5)

De spanning op een randoppervlak S kan bepaald worden aan de hand de kracht op het materiaal
binnen een oppervlak S′ dat een deel van het randoppervalk S omvat, zoals voorgesteld in Figuur
A.1 met δ → 0. De spanningen op randoppervlakken worden bijgevolg bepaald op basis van het
verschil van de spanningstensoren aan beide zijden van het scheidingsoppervlak.
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Figuur A.1: Spanning op een randoppervlak

A.1 Chu-model

Uit het Chu-model kunnen twee fictieve kracht- en koppeldichtheden worden afgeleid, nl. één
afgeleid van de kracht en het koppel op een elementaire Chu-dipool in de vrije ruimte (index c) en
één gebaseerd op de krachtwerking op de magnetische ladingsdichtheid die de magnetisatie voorstelt
(index c′).

A.1.1 Krachtwerking op dipolen

De (fictieve) krachtdichtheid f̄c afgeleid van de kracht op een Chu-dipool in de vrije ruimte, zie
§2.2.3, kan als volgt omgevormd worden tot de divergentie van een spanningstensor T̄ c:

f̄c = J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄ (A.6)

= (∇̄ × H̄) × µ0H̄ + ∇̄ · (µ0M̄H̄) − (∇̄ · µ0M̄)H̄

= µ0(H̄ · ∇̄)H̄ − 1

2
µ0∇̄H2 + ∇̄ · (µ0M̄H̄) − (∇̄ · µ0M̄)H̄

= µ0∇̄ · (H̄H̄) − (∇̄ · µ0H̄)H̄ − 1

2
µ0∇̄H2 + ∇̄ · (µ0M̄H̄) − (∇̄ · µ0M̄)H̄

= ∇̄ ·
(

B̄H̄ − (∇̄ · B̄)H̄ − 1

2
µ0H

2Ī

)

= ∇̄ ·
(

B̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī

)

(A.7)

= ∇̄ · T̄ c (A.8)
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zodat de tensor T̄ c gegeven wordt door:

T̄ c = B̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī (A.9)

De koppeldichtheid, afgeleid van het koppel uitgeoefend op een elementaire dipool in de vrije
ruimte, wordt gegeven door:

c̄c = µ0M̄ × H̄ (A.10)

We merken op dat ook deze koppeldichtheid kan afgeleid worden van de tensor T̄ c, meer bepaald
door het antisymmetrisch deel van deze tensor gegeven door:

T̄ as
c =

1

2

(

T̄ c + T̄ T

c

)

(A.11)

=
1

2

(

B̄H̄ − H̄B̄
)

(A.12)

=
µ0

2

(

M̄H̄ − H̄M̄
)

(A.13)

In een cartesiaans assenstelsel (x, y, z) worden de elementen van de matrixvoorstelling van het
antisymmetrisch deel van T̄ c dus gegeven door :

µ0

2
(MyHz − MzHy) (A.14)

µ0

2
(MzHx − MxHz) (A.15)

µ0

2
(MxHy − MyHx) (A.16)

(A.17)

Deze drie elementen (A.14)-(A.16) zijn op een factor 1
2 na gelijk aan respectievelijk de x-, y- en

z-component van de koppeldichtheid c̄c (A.10).

Tenslotte wordt de spanning op een randoppervlak als volgt bepaald op basis van de span-
ningstensor T̄ c, zie Figuur A.1 :

T̄c = n̄ ·
(

B̄′H̄ ′ − 1

2
µ0H

′2Ī

)

− n̄ ·
(

B̄H̄ − 1

2
µ0H̄

2Ī

)

= Bn(H̄ ′ − H̄) − 1

2
µ0

(

H ′2 − H2
)

n̄

= BnMnn̄ − 1

2

(

−µ0M
2
n + 2BnMn

)

n̄

=
1

2
µ0M

2
nn̄ (A.18)

A-3



A.1.2 Krachtwerking op magnetische lading

De fictieve krachtdichtheid f̄c′ wordt afgeleid van de kracht op de magnetische lading die de mag-
netisatie voorstelt en kan als volgt uitgewerkt worden:

f̄c′ = J̄ × µ0H̄ + ρmH̄ (A.19)

= J̄ × µ0H̄ −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄ (A.20)

= (∇̄ × H̄) × µ0H̄ +
(

∇̄ · µ0H̄
)

H̄

= µ0(H̄ · ∇̄)H̄ − 1

2
µ0∇̄H2 +

(

∇̄ · µ0H̄
)

H̄

= µ0∇̄ · (H̄H̄) − (∇̄ · µ0H̄)H̄ − 1

2
µ0∇̄H2 +

(

∇̄ · µ0H̄
)

H̄

= ∇̄ ·
(

µ0H̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī

)

(A.21)

= ∇̄ · T̄ c′ (A.22)

met

T̄ c′ = µ0H̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī (A.23)

De koppeldichtheid is hierbij nul:

c̄c′ = 0 (A.24)

De tensor T̄ c′ is trouwens symmetrisch.

De kracht op randoppervlakken kan als volgt bepaald worden op basis van de tensor T̄ c′ (A.23)
:

T̄c′ = n̄ ·
(

µ0H̄
′H̄ ′ − 1

2
µ0H

′2Ī

)

− n̄ ·
(

µ0H̄H̄ − 1

2
µ0H̄

2Ī

)

= µ0H
′

nH̄ ′ − µ0HnH̄ − 1

2
µ0

(

H ′2 − H2
)

n̄

= µ0HnMnn̄ + µ0MnH̄ + µ0M
2
nn̄ − 1

2
µ0

(

2MnHn + M2
n

)

n̄

= n̄ · µ0M̄H̄ +
1

2
µ0M

2
nn̄ (A.25)

Ter hoogte van randoppervlakken vertoont de magnetische ladingsdichtheid een singulariteit,
m.a.w. een magnetische oppervlakteladingsdichtheid Πm, gegeven door

Πm = µ0Mn (A.26)

De kracht op randoppervlakken, m.a.w. de kracht op deze oppervlakteladingsdichtheid, kan dus
eveneens als volgt bepaald worden:

T̄c′ = Πm

(

H̄ + H̄ ′

2

)

(A.27)
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= µ0Mn

(

H̄ +
1

2
Mnn̄

)

(A.28)

= n̄ · µ0M̄H̄ +
1

2
µ0M

2
nn̄ (A.29)

A.2 Ampère-model

Analoog als bij het Chu-model kunnen uit het Ampère-model twee fictieve kracht- en koppeldicht-
heden worden afgeleid, aangeduid met de indices a en a′.

A.2.1 Krachtwerking op dipolen

Uit de kracht en het koppel uitgeoefend op elementaire dipolen kunnen de volgende fictieve kracht-
en koppeldichtheid worden afgeleid:

f̄a = J̄ × B̄ + (∇̄B̄) · M̄ (A.30)

= (∇̄ × H̄) × B̄ − (∇̄B̄) · H̄ + (∇̄B̄) · 1

µ0
B̄

= (B̄ · ∇̄)H̄ − (∇̄H̄) · B̄ − (∇̄B̄) · H̄ + (∇̄B̄) · 1

µ0
B̄

= ∇̄ · (B̄H̄) − (∇̄ · B̄)H̄ − ∇̄ · (B̄ · H̄) + ∇̄ · 1

2µ0
B2

= ∇̄ ·
[

B̄H̄ −
(

B̄ · H̄ − 1

2µ0
B2
)

Ī

]

(A.31)

= ∇̄ ·
[

B̄H̄ −
(

1

2
µ0H

2 − 1

2
µ0M

2
)

Ī

]

(A.32)

= ∇̄ · T̄ a (A.33)

met

T̄ a = B̄H̄ −
(

1

2
µ0H

2 − 1

2
µ0M

2
)

Ī (A.34)

en

c̄a = M̄ × B̄ (A.35)

De koppeldichtheid c̄a stemt hierbij opnieuw overeen met het antisymmetrisch deel van de tensor
T̄ a (A.34).

Uitgaande van de tensor (A.34) kunnen we vervolgens de spanning op randoppervlakken aflei-
den:

T̄a = n̄ ·
(

B̄′H̄ ′ − B̄H̄
)

−
[

(

B̄′ · H̄ ′ − B̄ · H̄
)

− 1

2µ0

(

B′2 − B2
)

]

n̄

= +BnM̄n − (BnMn − µ0MtHt) n̄ − 1

2
µ0

(

M2
t + 2MtHt

)

n̄
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= −1

2
µ0M

2
t n̄ (A.36)

A.2.2 Krachtwerking op magnetiseringsstroom

De fictieve magnetische krachtdichtheid gebaseerd op de krachtwerking op de magnetiseringsstroom
J̄m kan als volgt uitgewerkt worden:

f̄a′ = J̄ × B̄ + J̄m × B̄ (A.37)

=
(

∇̄ × H̄ + ∇̄ × M̄
)

× B̄

=
1

µ0

(

∇̄ × B̄
)

× B̄

= ∇̄ ·
(

1

µ0
B̄B̄ − 1

2µ0
B2Ī

)

(A.38)

= ∇̄ · T̄ a′ (A.39)

met

T̄ a′ =
1

µ0
B̄B̄ − 1

2µ0
B2Ī (A.40)

De fictieve koppeldichtheid is hierbij gelijk aan nul, wat overeenkomt met de symmetrie van de
tensor T̄ a′ :

c̄a′ = 0 (A.41)

Verder wordt de spanning op randoppervlakken afgeleid van de tensor T̄ a′ (A.40):

T̄a′ =
1

µ0

[

n̄ · (B̄′B̄′ − 1

2
B′2Ī ) − n̄ · (B̄B̄ − 1

2
B̄2Ī )

]

= −n̄ · B̄
(

M̄ − M̄n

)

+ B̄ ·
(

M̄ − M̄n

)

n̄ − 1

2
µ0M

2
t n̄

= −n̄ · B̄M̄ + n̄ · B̄M̄n + (B̄ · M̄)n̄ − (B̄ · M̄n)n̄ − 1

2
µ0M

2
t n̄

= −n̄ · B̄M̄ + (B̄ · M̄)n̄ − 1

2
µ0M

2
t n̄ (A.42)

Deze spanning op randoppervlakken kan ook afgeleid worden van de kracht op de magnetise-
ringsstroomlaag K̄m ter hoogte van het randoppervlak, gegeven door:

K̄m = M̄ × n̄ (A.43)

= M̄t × n̄ (A.44)

Met behulp van

B̄′ = B̄ − µ0M̄t (A.45)

= B̄ − µ0
(

M̄ − M̄n

)

(A.46)

= B̄ − n̄ × µ0K̄m (A.47)
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kunnen we de kracht op de magnetiseringsstroomlaag K̄m, m.a.w. de spanning op het randopper-
vlak, als volgt bepalen:

T̄a′ = K̄m ×
(

B̄ + B̄′

2

)

(A.48)

= K̄m × B̄ − 1

2
µ0K̄m ×

(

n̄ × K̄m

)

=
(

M̄ × n̄
)

× B̄ − 1

2
µ0
[(

K̄m · K̄m

)

n̄ − K̄m

(

K̄m · n̄
)]

=
(

B̄ · M̄
)

n̄ − n̄ · (B̄M̄ ) − 1

2
µ0M

2
t n̄ (A.49)

A.3 Overzicht

Tenslotte volgt hier een overzicht van de verschillende tensoren, kracht- en koppeldichtheden en
spanningen op randoppervlakken.

T̄ c = B̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī (A.50)

f̄c = ∇̄ · T̄ c (A.51)

= J̄ × µ0H̄ +
(

µ0M̄ · ∇̄
)

H̄ (A.52)

c̄c = µ0M̄ × H̄ (A.53)

T̄c(n̄) =
1

2
µ0M

2
nn̄ (A.54)

T̄ c′ = µ0H̄H̄ − 1

2
µ0H

2Ī (A.55)

f̄c′ = ∇̄ · T̄ c′ (A.56)

= J̄ × µ0H̄ −
(

∇̄ · µ0M̄
)

H̄ (A.57)

c̄c′ = 0 (A.58)

T̄c′(n̄) = n̄ · µ0M̄H̄ +
1

2
µ0M

2
nn̄ (A.59)

T̄ a = B̄H̄ −
(

1

2
µ0H

2 − 1

2
µ0M

2
)

Ī (A.60)

f̄a = ∇̄ · T̄ a (A.61)

= J̄ × B̄ + (∇̄B̄) · M̄ (A.62)

c̄a = M̄ × B̄ (A.63)

T̄a(n̄) = −1

2
µ0M

2
t n̄ (A.64)
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T̄ a′ =
1

µ0
B̄B̄ − 1

2µ0
B2Ī (A.65)

f̄a′ = ∇̄ · T̄ a′ (A.66)

=
(

J̄ + ∇̄ × M̄
)

× B̄ =
1

µ0

(

∇̄ × B̄
)

× B̄ (A.67)

c̄a′ = 0 (A.68)

T̄a′(n̄) =
(

B̄ · M̄
)

n̄ − n̄ · (B̄M̄) − 1

2
µ0M

2
t n̄ (A.69)
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Appendix B

Contractie van tensoren

In Hoofdstuk 2 wordt gebruik gemaakt van een minder gebruikelijke bewerking op tensoren die als
volgt genoteerd wordt:

τ̄ : ε̄ (B.1)

Het symbool ’:’ duidt hierbij op het nemen van het inproduct van twee tensoren, wat terug een
tensor oplevert, gevolgd door een ’contractie’, zoals hier verder wordt toegelicht aan de hand van
een voorbeeld.

Beschouwen we bijvoorbeeld een cartesiaanse tensor van rang 4 waarvan de elementen aangeduid
worden met aijkl waarbij de indices i, j, k en l variëren van 1 tot 3, corresponderend met de x-,
y- en z-coördinaten. Bij een contractie worden twee indices (bijvoorbeeld k en l) gelijk gesteld aan
een index m en wordt de sommatie over deze index m beschouwd. We bekomen aldus een tensor
met een rang die twee lager is dan die van de oorspronkelijke tensor en waarvan de elementen ãij

gegeven worden door:

ãij =
3
∑

m=1

aijmm (B.2)

In het bijzonder geval van een tensor aij van rang 2 bekomen we door contractie een scalaire
grootheid (rang 0), namelijk de som van de diagonaalelementen:

ã =
3
∑

m=1

amm (B.3)

We passen deze contractie nu toe op het inproduct van twee tensoren van rang 2, in casu de
spanningstensor τ̄ en de symmetrische rektensor ε̄ , die in het beschouwde cartesiaanse assenstelsel
gegeven worden door:

[τ ] =







τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz






(B.4)
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en

[ε] =







εxx εxy εzx

εxy εyy εyz

εzx εyz εzz






(B.5)

Als we de matrices [τ ] en [ε] met elkaar vermenigvuldigen, wat overeenkomt met het zgn. inpro-
duct van de tensoren τ̄ ·ε̄ , en dan een contractie toepassen, m.a.w. de som van de diagonaalelementen
nemen, bekomen we het volgende resultaat:

τ̄ : ε̄ = τxxεxx + τyyεyy + τzzεzz + (τxy + τyx)εxy + (τyz + τzy)εyz + (τzx + τxz)εzx (B.6)

Een tweede toepassing van de ’:’-operator is de formulering van lineaire betrekkingen tussen
de elementen van twee tensoren. Bijvoorbeeld de wet van Hooke dat het verband aangeeft tussen
de rektensor ε̄ en de mechanische spanningstensor τ̄ in (niet-gemagnetiseerd) elastisch materiaal
kunnen we als volgt noteren:

τ̄ = ε̄ : Ē (B.7)

waarbij τ̄ en ε̄ symmetrisch zijn en waarbij de elasticiteitstensorde Ē een symmetrische cartesiaanse
tensor van rang 4 is waarvan de matrixvoorstelling [E] gegeven wordt door:

[E] =

































exxxx exxxy exxzx exyxx exyxy exyzx ezxxx ezxxy ezxzx

exxxy exxyy exxyz exyxy exyyy exyyz ezxxy ezxyy ezxyz

exxzx exxyz exxzz exyzx exyyz exyzz ezxzx ezxyz ezxzz

exyxx exyxy exyzx eyyxx eyyxy eyyzx eyzxx eyzxy eyzzx

exyxy exyyy exyyz eyyxy eyyyy eyyyz eyzxy eyzyy eyzyz

exyzx exyyz exyzz eyyzx eyyyz eyyzz eyzzx eyzyz eyzzz

ezxxx ezxxy ezxzx eyzxx eyzxy eyzzx ezzxx ezzxy ezzzx

ezxxy ezxyy ezxyz eyzxy eyzyy eyzyz ezzxy ezzyy ezzyz

ezxzx ezxyz ezxzz eyzzx eyzyz eyzzz ezzzx ezzzy ezzzz

































(B.8)

In matrixnotatie wordt (B.7) geschreven als:

[τ ] = [ε] : [E] (B.9)

De matrix [τ ] wordt bekomen door de rektensor [ε̄ ] te vermenigvuldigen met iedere 3×3 deelmatrix
van [E] en telkens een contractie toe te passen, m.a.w. door toepassing van de ’:’-operator.

Dit levert de volgende lineaire verbanden op tussen de elementen van de spanningstensor en die
van de rektensor:

τxx = exxxxεxx + exxyyεyy + exxzzεzz + 2exxxyεxy + 2exxyzεyz + 2exxzxεzx (B.10)

τxy = exyxxεxx + exyyyεyy + exyzzεzz + 2exyxyεxy + 2exyyzεyz + 2exyzxεzx (B.11)

. . .

B-2



Bij isotroop materiaal wordt het elastisch gedrag beschreven aan de hand van de volgende
elastische constanten:

E : elasticiteitsmodulus van Young (N/m2)
ν : coëfficiënt van Poisson (-)
G : glijdingsmodulus (N/m2)

met

2G =
E

1 + ν
(B.12)

zodat er slechts twee onafhankelijke elastische constanten zijn.

De elementen van de elasticiteitstensor Ē worden in dit geval gegeven door:

exxxx = eyyyy = ezzzz =
2G(1 − ν)

1 − 2ν
(B.13)

exxyy = exxzz = eyyxx = eyyzz = ezzxx = ezzyy =
2Gν

1 − 2ν
(B.14)

exyxy = eyzyz = ezxzx = 2G (B.15)

waarbij alle andere elementen gelijk zijn aan nul.
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Appendix C

Principe van de virtuele arbeid

Voor de berekening van de totale kracht en het totaal moment die uitgeoefend worden op een mag-
netische lichaam wordt vaak beroep gedaan op het principe van de virtuele arbeid. Deze methode
kan uitgebreid worden voor het berekenen van de totale magnetische langeafstandskrachtwerking
op een deel van een magnetisch lichaam door het beschouwde deel van de rest van het magnetisch
materiaal af te zonderen door middel van een denkbeeldige snede. Het principe van de virtuele
arbeid kan als volgt aangetoond worden.

Beschouwen we het magnetisch materiaal M̄1 in een volume V1, omsloten door het oppervlak
S1, dat fysisch of denkbeeldig gescheiden is van de rest van het magnetisch materiaal M̄2. We
wensen nu de totale kracht en het totaal moment op het magnetisch materiaal M̄1 te bepalen.

Uit (2.175)-(2.176) volgt dat de arbeid geleverd door de spanningsbronnen gegeven wordt door:

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V1

µ0H̄ · dM̄1 dv +

∫

V2

µ0H̄ · dM̄2 dv (C.1)

De energie dW c
m opgenomen door het magnetisch materiaal in V1 kan volgens (2.205) als volgt

uitgedrukt worden:

∫

V1

µ0H̄ · dM̄1 dv = dW c
m (C.2)

=

∫

V1

µ0H̄ · dmM̄s dm

+

∫

V1

f̄c · dū dv +

∮

S1

T̄c(n̄) · dū ds +

∫

V1

c̄c · dθ̄ dv (C.3)

We beschouwen nu een beweging als star lichaam van het materiaal in V1, waarbij de verplaatsing
buiten V1 gelijk aan nul is. Hierbij verandert de dichtheid ̺ van het materiaal niet zodat:

dmM̄s dm = dm

(

M̄

̺

)

dm = dmM̄ dv (C.4)
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De arbeid dWe geleverd door de spanningsbronnen neemt in dit geval de volgende vorm aan:

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv+

∫

V∞

µ0H̄ ·dmM̄ dv+

∫

V1

f̄c ·dū dv+

∮

S1

T̄c(n̄) ·dū ds+

∫

V1

c̄c ·dθ̄ dv(C.5)

De beweging van V1 als star lichaam kan bestaan uit een translatie en/of een rotatie.

Ten eerste worden bij een virtuele lineaire beweging dū0 (translatie) de verplaatsing dū en de
rotatie dθ̄ in V1 gegeven door:

dū = dū0 (C.6)

dθ̄ = 0 (C.7)

De arbeid dWe geleverd bij deze virtuele verplaatsing wordt gegeven door:

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

H̄ · dmM̄ dv +







∫

V1

f̄c dv +

∮

S1

T̄c(n̄) ds






· dū0 (C.8)

Aangezien de totale magnetische kracht F̄ inwerkend op V1 kan bepaald worden door integratie van
de fictieve krachtdichtheden f̄c en T̄c volgens:

F̄ =

∫

V1

f̄c dv +

∮

S1

T̄c(n̄) ds (C.9)

bekomen we tenslotte de volgende vergelijking:

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

H̄ · dmM̄ dv + F̄ · dū0 (C.10)

Ten tweede worden bij een virtuele rotatie dθ̄0 rond een punt O dat we als oorsprong kiezen de
verplaatsing en de rotatie in V1 gegeven door:

dū = dθ̄0 × r̄ (C.11)

dθ̄ = dθ̄0 (C.12)

Uit de arbeid die hierbij door de spanningsbronnen geleverd wordt gegeven door :

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

H̄ · dmM̄s dm

+ dθ̄0 ·







∫

V1

r̄ × f̄c dv +

∮

S1

r̄ × T̄c(n̄) ds +

∫

V1

c̄c dv






(C.13)
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en de uitdrukking voor het moment van de magnetische krachtwerking om het punt O:

L̄ =

∫

V1

r̄ × f̄c dv +

∮

S1

r̄ × T̄c(n̄) ds +

∫

V1

c̄c dv (C.14)

bekomen we de volgende vergelijking:

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

µ0H̄ · dmM̄ dv + L̄ · dθ̄0 (C.15)

In het geval van niet-hysteretisch materiaal wordt bij niet-bewegende middenstoffen de geleverde
arbeid dWe opgeslagen als magnetostatische energie W :

dWe =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

µ0H̄ · dM̄ dv (C.16)

= dW (C.17)

=

∫

V∞

dw dv (C.18)

De magnetostatische energie W wordt bijgevolg gegeven door:

W =

∫

V∞

wdv (C.19)

met w de magnetostatische energiedichtheid gegeven door:

w =
1

2
µ0H

2 +

∫ M̄

0
µ0H̄ · dM̄ =

∫ B̄

0
H̄ · dB̄ (C.20)

Bij bewegende middenstoffen wordt de variatie van de magnetostatische energie aldus gegeven
door:

dW =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

µ0H̄ · dmM̄ dv (C.21)

waarbij de variatie van de magnetisatie (dmM̄) uitgedrukt wordt ten opzichte van een meebewe-
gende waarnemer.

Uit de vergelijkingen (C.10) en (C.15) en de uitdrukking voor de variatie van de magnetostati-
sche energie (C.21) volgt het principe van de virtuele arbeid :

dWe = dW + F̄ · dū0 (C.22)

dWe = dW + L̄ · dθ̄0 (C.23)

waarbij de magnetostatische energie W gegeven wordt door (C.19)-(C.20).
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Bij hysteretisch materiaal moet bovendien de gedissipeerde energie dQ beschouwd worden,
waarbij geldt:

dW + dQ =

∫

V∞

d

(

µ0

2
H2
)

dv +

∫

V∞

µ0H̄ · dmM̄ dv (C.24)

zodat in dit geval in de rechterleden van (C.22) en (C.23) de term dQ moet toegevoegd worden.

Het principe van de virtuele arbeid (C.22)-(C.23) laat dus toe de totale kracht F̄ en het totaal
moment L̄ te bepalen door het beschouwen van respectievelijk een virtuele translatie dū0 en een
virtuele rotatie dθ̄0 en de daarmee gepaard gaande arbeid geleverd door de spanningsbronnen dWe

en de verandering van de magnetostatische energie van het systeem dW .

We hebben hier het principe van de virtuele arbeid aangetoond op basis van de uitdrukkingen
(C.9) en (C.14) voor de totale kracht en het totaal moment die steunen op de fictieve krachtenver-
deling volgens het Chu-model. In §2.3.3 werd aangetoond dat de berekeningswijze volgens (C.9) en
(C.14) equivalent is met de (veralgemeende) spanningen van Maxwell. Hieruit kunnen we besluiten
dat het principe van de virtuele arbeid (C.22)-(C.23) en de spanningen van Maxwell equivalent zijn
voor het bepalen van de totale magnetische krachtwerking op een magnetische lichaam, of van de
langeafstandskrachtwerking op een deel van een magnetische lichaam.

Tenslotte merken we op dat in de praktijk het principe van de virtuele arbeid meestal als volgt
wordt toegepast. We beschouwen voor de eenvoud het geval waarbij de elektrische stroom vloeit
in een aantal stoomkringen met stroom Ii. De arbeid geleverd door de spanningsbronnen is dan
gelijk aan:

dWe =
∑

i

IidΨi (C.25)

met Ψi de flux gekoppeld met stroomkring i.

Men beschouwt een virtuele verplaatsing dr van het beschouwde lichaam volgens de richting
r waarbij men de flux gekoppeld met de spanningsbronnen Ψi constant houdt, zodat de arbeid
geleverd door de spanningsbronnen nul is (dWe = 0). Uit C.22 volgt dan de kracht in de r-richting:

Fr = −dW

dr Ψi=cst.
(C.26)

Verder definieert men de coënergie Wco als volgt:

Wco = W −
∑

i

IiΨi (C.27)

Als men bij de virtuele verplaatsing de stroom in de stroomkringen constant houdt, bekomt
men volgens (C.22), (C.25) en C.27 de volgende uitdrukking van de kracht Fr:

Fr =
dWco

dr
Ii=cst.

(C.28)
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Voor de berekening van het moment L om een bepaalde as kan men analoge uitdrukkingen
opstellen:

L = −dW

dθ Ψi=cst.
(C.29)

=
dWco

dθ
Ii=cst.

(C.30)

met dθ een virtuele verdraaiing rond de beschouwde as.
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Appendix D

Magnetische energie

We beschouwen een materiaal waarbij er een éénduidig verband bestaat tussen het magnetische
moment per massa-eenheid M̄s en de magnetische veldsterkte H̄ gegeven door de susceptibiliteit
χ̄:

M̄s = χ̄(H̄) · H̄ (D.1)

en door de overeenkomstige differentiële susceptibiliteit χ̄d:

dM̄s = χ̄d(H̄) · dH̄ (D.2)

In deze appendix wordt aangetoond dat de opgenomen energie1µ0H̄ ·dM̄s een totale differentiaal
vormt, m.a.w. als de variatie van een energiedichtheid duc

mag kan beschouwd worden, als en slechts
als de differentiële susceptibiliteit χ̄d symmetrisch is:

µ0H̄ · dM̄s = duc
mag ⇔ χ̄d is symmetrisch (D.3)

Stellen we nu dat µ0H̄ · dM̄s een totale differentiaal vormt:

µ0H̄ · dM̄s = duc
mag (D.4)

waarbij de energiedichtheid uc
mag een functie van H̄ is.

Met behulp van

dM̄s = χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ (D.5)

kunnen we de variatie van de energiedichtheid duc
mag(H̄) als volgt noteren:

duc
mag(H̄) = µ0H̄ · dM̄s (D.6)

= µ0H̄ · χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ (D.7)
1Voor de eenvoud beschouwen we hier enkel niet-bewegende middenstoffen. Bij bewegende middenstoffen is de door

het materiaal opgenomen energie gelijk aan µ0H̄ · dmM̄s, waarbij dm de variatie ten opzichte van een meebewegende
waarnemer voorstelt.
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Het verschil van de magnetische energiedichtheid voor twee waarden van H̄, nl. H̄1 en H̄2 wordt
bijgevolg gegeven door:

uc
mag(H̄2) − uc

mag(H̄1) =

H̄2
∫

H̄1

µ0H̄ · χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ (D.8)

Aangezien uc
mag(H̄) voor ieder waarde van H̄ éénduidig bepaald is, is het rechterlid van (D.8),

∫ H̄2

H̄1
µ0H̄ · χ̄d

(

H̄
)

·dH̄, onafhankelijk van het gevolgde traject tussen de toestanden H̄1 en H̄2. Voor

een willekeurige gesloten contour in de driedimensionale H̄-ruimte geldt bijgevolg:

∮

H̄ · χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ = 0 (D.9)

Omgekeerd kunnen we als
∫ H̄2

H̄1
µ0H̄ · χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ onafhankelijk is van het gevolgde traject in de

H̄-ruimte, en dus (D.9) geldt voor een willekeurige gesloten contour, een energiefunctie uc
mag(H̄)

definiëren met

duc
mag(H̄) = µ0H̄ · χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ = µ0H̄ · dM̄s (D.10)

De stelling (D.3) kan dus bewezen worden door aan te tonen dat de contourintegraal (D.9) nul
is voor een willekeurige gesloten contour als en slechts als χ̄d(H̄) symmetrisch is.

In analogie met de ∇̄-operator wordt de ∇̄H-operator gedefinieerd die de partiële afgeleiden naar
de componenten van H̄ voorstelt:

∇̄H ↔
[

∂

∂Hx

∂

∂Hy

∂

∂Hz

]

(D.11)

zodat we χ̄d als volgt kunnen noteren:

χ̄d =
(

∇̄HM̄s

)

T

(D.12)

De contourintegraal van (D.9) wordt dan als volgt uitgewerkt:

∮

H̄ · χ̄d

(

H̄
)

· dH̄ =

∮

H̄ ·
(

∇̄HM̄s

)

T · dH̄

=

∮

[(

∇̄HM̄s

)

· H̄
]

· dH̄

=

∫

S

∇̄H ×
[(

∇̄HM̄s

)

· H̄
]

· n̄ ds (D.13)

Het contourintegraal is nul voor een willekeurige integraal als en slechts als het integrandum
van (D.13) steeds nul is:

∇̄H ×
[(

∇̄HM̄s

)

· H̄
]

= 0 (D.14)
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⇔ ∇̄H ×
[

∇̄H

(

M̄s · H̄
)

−
(

∇̄HH̄
)

· M̄
]

= 0

⇔ 0 − ∇̄H ×
(

Ī · M̄s

)

= 0

⇔ ∇̄H × M̄s = 0 (D.15)

⇔ ∇̄HM̄s is symmetrisch (D.16)

⇔ χ̄d(H̄) is symmetrisch (D.17)

Hierdoor is de stelling bewezen.

Tot slot kunnen we de symmetrie van χ̄d als volgt formuleren:

∂Msx

∂Hy
=

∂Msy

∂Hx
;

∂Msx

∂Hz
=

∂Msz

∂Hx
;

∂Msy

∂Hz
=

∂Msz

∂Hy
(D.18)
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Appendix E

Elastische energiedichtheid van

gemagnetiseerd materiaal

In deze appendix wordt de arbeid berekend die de spanningen τ̄(n̄) leveren bij een willekeurige infi-
nitesimale vervorming δε̄ om aldus een uitdrukking voor de elastische energiedichtheid te bekomen.

Volgens (2.129) wordt in gemagnetiseerd materiaal τ̄(n̄) gegeven door

τ̄(n̄) = n̄ · τ̄ c −
µ0

2
M2

nn̄ , (E.1)

Men beschouwt hiertoe een sfeertje met infinitesimale straal r0 rond een punt in het materiaal,
dat men onderwerpt aan een willekeurige virtuele rek δε̄ gekenmerkt door δεxx, δεyy , δεzz , δεxy, δεyz

en δεzx. Gezien de infinitesimale afmetingen worden de magnetisatiedichtheid, de spanningen en
de rekken constant verondersteld. Deze grootheden uitgedrukt in een vast cartesiaanse assenstelsel
(x, y, z) zijn dus constanten. r' # �e'�e#x

z �er y
Figuur E.1: Bolcoördinaten

Voor de verdere berekeningen gaan we over naar bolcoördinaten, zoals weergegeven in Figuur
E.1.
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Het verband tussen de matrixvoorstelling [δεxyz ] van de rektensor in cartesiaanse coördinaten
en die in bolcoördinaten [δεrϑϕ] wordt gegeven door:

[δεrϑϕ] = [T ]−1 [δεxyz ] [T ] (E.2)

waarbij de transformatie matrix [T] gelijk is aan:

[T ] =







sinϑ cos ϕ cos ϑ cos ϕ − sinϕ
sinϑ sin ϕ cos ϑ sinϕ cos ϕ

cos ϑ − sinϑ 0






(E.3)

Na uitwerking levert dit de elementen van de rekmatrix [δεrϑϕ] in bolcoördinaten:

δεrr (ϑ,ϕ) = δεxx sin2 ϑ cos2 ϕ + 2δεxy sin2 ϑ sin ϕ cos ϕ + 2δεzx sin ϑ cos ϑ cos ϕ

+ δεyy sin2 ϑ sin2 ϕ + 2δεyz sin ϑ cos ϑ sin ϕ + δεzz cos2 ϑ

δεrϑ (ϑ,ϕ) = δεxx sin ϑ cos ϑ cos2 ϕ + 2δεxy sin ϑ cos ϑ sinϕ cos ϕ

+ δεzx

(

cos2 ϑ − sin2 ϑ
)

cos ϕ + δεyy sin ϑ cos ϑ sin2 ϕ

+ δεyz

(

cos2 ϑ − sin2 ϑ
)

sin ϕ − δεzz sin ϑ cos ϑ

δεrϕ (ϑ,ϕ) = −δεxx sinϑ sin ϕ cos ϕ + δεxy sinϑ
(

cos2 ϕ − sin2 ϕ
)

− δεzx cos ϑ sin ϕ

+ δεyy sin ϑ sin ϕ cos ϕ + δεyz cos ϑ cos ϕ (E.4)

δεϑϑ (ϑ,ϕ) = δεxx cos2 ϑ cos2 ϕ + 2δεxy cos2 ϑ sin ϕ cos ϕ − 2δεzx sin ϑ cos ϑ cos ϕ

+ δεyy cos2 ϑ sin2 ϕ − 2δεyz sin ϑ cos ϑ sinϕ + δεzz sin2 ϑ

δεϑϕ (ϑ,ϕ) = −δεxx cos ϑ sin ϕ cos ϕ + δεxy cos ϑ
(

cos2 ϕ − sin2 ϕ
)

+ δεzx sin ϑ sin ϕ

+ δεyy cos ϑ sin ϕ cos ϕ − δεyz sin ϑ cos ϕ

δεϕϕ (ϑ,ϕ) = δεxx sin2 ϕ − 2δεxy sinϕ cos ϕ + δεyy cos2 ϕ

Men beschouwt verder het verplaatsingsveld dat met deze rekken overeenstemt en dat enkel de
vervorming weergeeft, zonder translatie of rotatie. Bij een zuivere translatie of rotatie is er immers
geen vervorming en wordt er dus geen arbeid omgezet in elastische energie. Men kan eenvoudig
nagaan dat dit verplaatsingsveld gegeven wordt door:

δur (r, ϑ, ϕ) = rδεrr (ϑ,ϕ)

δuϑ (r, ϑ, ϕ) = rδεrϑ (ϑ,ϕ) (E.5)

δuϕ (r, ϑ, ϕ) = rδεrϕ (ϑ,ϕ)

Inderdaad, de verplaatsing van de oorsprong is nul - er is dus geen translatie - en langs de
hoofdrichtingen (waar δεrϑ (ϑ,ϕ) en δεrϕ (ϑ,ϕ) nul zijn) is er enkel een radiale verplaatsing, zodat er
ook geen rotatie is. Verder voldoen de rekken (E.4) en de verplaatsingen (E.5) aan de betrekkingen
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tussen de rekken en de verplaatsingen in bolcoördinaten, met name :

δεrr = ∂δur
∂r ; 2δεrϑ = ∂δuϑ

∂r − δuϑ
r + 1

r
∂δur
∂ϑ

δεϑϑ = 1
r

∂δuϑ
∂ϑ + δur

r ; 2δεrϕ = 1
r sin ϑ

∂δur
∂ϕ +

∂δuϕ

∂r − δuϕ
r

δεϕϕ = 1
r sin ϑ

∂δuϕ

∂ϕ + δur
r + δuϑ

r cotgϑ ; 2δεϑϕ = 1
r

∂δuϕ

∂ϑ − δuϕ
r cotgϑ + 1

r sin ϑ
∂δuϑ
∂ϕ

(E.6)

De verplaatsing δū0 van het buitenoppervlak van het sfeertje met straal r0 wordt dus bepaald
door:

δu0r (ϑ,ϕ) = r0δεrr (ϑ,ϕ)

δu0ϑ (ϑ,ϕ) = r0δεrϑ (ϑ,ϕ) (E.7)

δu0ϕ (ϑ,ϕ) = r0δεrϕ (ϑ,ϕ)

yz
x ' # Pr0 ��0� crr � �02 M2r� cr#� cr'

Figuur E.2: Spanning op het buitenoppervlak

Men beschouwt nu de spanning op het buitenoppervlak van het sfeertje, zie Figuur E.2. In een
punt P (ϑ,ϕ) van dit boloppervlak wordt, volgens (E.1), deze spanning τ̄0 (ϑ,ϕ) gegeven door:

τ̄0 (ϑ,ϕ) = ēr · τ̄ c −
µ0

2
M2

r (ϑ,ϕ) ēr (E.8)

waarbij Mr, de component van M̄ in de r-richting, gegeven wordt door:

Mr (ϑ,ϕ) = sin ϑ cos ϕMx + sin ϑ sin ϕMy + cos ϑMz (E.9)

Analoog als bij de rekken kan het gedeelte van de spanning dat afgeleid is van de tensor τ̄ c
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met behulp van de transformatiematrix [T ] beschreven worden in functie van de elementen van de
spanningsmatrix in cartesiaanse coördinaten:

ēr · τ̄ c = τ c
rr (ϑ,ϕ) ēr + τ c

rϑ (ϑ,ϕ) ēϑ + τ c
rϕ (ϑ,ϕ) ēϕ (E.10)

waarbij

τ c
rr (ϑ,ϕ) = τ c

xx sin2 ϑ cos2 ϕ +
(

τ c
xy + τ c

yx

)

sin2 ϑ sin ϕ cos ϕ + (τ c
xz + τ c

zx) sin ϑ cos ϑ cos ϕ

+ τ c
yy sin2 ϑ sin2 ϕ +

(

τ c
yz + τ c

zy

)

sin ϑ cos ϑ sin ϕ + τ c
zz cos2 ϑ

τ c
rϑ (ϑ,ϕ) = τ c

xx sinϑ cos ϑ cos2 ϕ +
(

τ c
xy + τ c

yx

)

sin ϑ cos ϑ sinϕ cos ϕ

− τ c
xz sin2 ϑ cos ϕ + τ c

zx cos2 ϑ cos ϕ (E.11)

+ τ c
yy sin ϑ cos ϑ sin2 ϕ − τ c

yz sin2 ϑ sin ϕ + τ c
zy cos2 ϑ sinϕ − τ c

zz sin ϑ cos ϑ

τ c
rϕ (ϑ,ϕ) = −τ c

xx sin ϑ sin ϕ cos ϕ + τ c
xy sin ϑ cos2 ϕ − τ c

yx sinϑ sin2 ϕ − τ c
xz cos ϑ sin ϕ

+τ c
yy sin ϑ sin ϕ cos ϕ + τ c

zy cos ϑ cos ϕ

De arbeid verricht door de spanningen τ̄0 bij de beschouwde virtuele rek, bekomt men door
integratie van het scalair product van spanning en verplaatsing over het boloppervlak. Deze toege-
voerde arbeid, die omgezet wordt in elastische energie, gedeeld door het volume van de sfeer levert
uiteindelijk de verandering van de elastische energiedichtheid (energie per volume-eenheid):

δeel =
1

4
3πr3

0

π
∫

0

2π
∫

0

{[

τ c
rr (ϑ,ϕ) − µ0

2
M2

r (ϑ,ϕ)

]

δu0r (ϑ,ϕ)

+ τ c
rϑ (ϑ,ϕ) δu0ϑ (ϑ,ϕ) + τ c

rϕ (ϑ,ϕ) δu0ϕ (ϑ,ϕ)

}

r0 dϕ r0 sinϑ dϑ (E.12)

Met behulp van de vergelijkingen (E.7), (E.4), (E.11) en (E.9) bekomt men uiteindelijk het
volgende resultaat:

δeel = τ c
xxδεxx + τ c

yyδεyy + τ c
zzδεzz

+
(

τ c
xy + τ c

yx

)

δεxy + (τ c
xz + τ c

zx) δεzx +
(

τ c
yz + τ c

zy

)

δεyz (E.13)

− µ0

10

[

M2 (δεxx + δεyy + δεzz)
]

− µ0

5

(

M2
xδεxx + M2

y δεyy + M2
z δεzz + 2MxMyδεxy + 2MyMzδεyz + 2MzMxδεzx

)

of als de virtuele grootheden vervangen worden door differentiaties:

deel =

(

τ̄ s
c −

µ0

10
M2Ī − µ0

5
M̄M̄

)

: dε̄ (E.14)
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Dit resultaat is in overeenstemming met de elastische energiedichtheid in de klassieke elasti-
citeitsleer, m.a.w. zonder magnetisatie en met een symmetrische spanningstensor σ̄. In dit geval
herleidt de uitdrukking (E.14), met als spanningstensor σ̄ i.p.v. τ̄ c, zich inderdaad tot het ’klassieke’
resultaat:

deel = σxxdεxx + σyydεyy + σzzdεzz + 2σxydεxy + 2σyzdεyz + 2σzxdεzx (E.15)

= σ̄ : dε̄ (E.16)
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Appendix F

Spanningsvergelijkingen

In deze appendix worden de elektrische netwerkvergelijkingen (spanningsvergelijkingen) afgeleid
voor de drie beschouwde topologieën van de statorwikkeling zoals besproken in §4.4.1.2.

Aangezien de netwerkvergelijkingen moeten gelden voor ieder tijdstip, moeten ze bijgevolg ook
gelden voor iedere frequentiecomponent afzonderlijk. We beschouwen in deze appendix steeds de
componenten met één bepaalde pulsatie ω. De verschillende componenten worden bijgevolg slechts
enkel met hun orde aangeduid. Bijvoorbeeld Īκ is de complexe waarde van de stroomcomponent
met orde κ, en, zoals stilzwijgend ondersteld, met pulsatie ω.

De aangelegde driefasige spanning van de beschouwde pulsatie ω wordt gegeven door V̄f0 , V̄f1

en V̄f2 , respectievelijk de homopolaire, directe en inverse spanning.

Bij driehoekschakeling is de homopolaire spanning nul : V̄f0 = 0. Bij een niet-verbonden
sterschakeling kan de homopolaire spanning Vf0 niet worden opgedrongen. Anderzijds moet de
som van de fasestromen in dit geval gelijk aan nul zijn, zodat de homopolaire fasestroom nul is.

F.1 Parallelschakeling met equipotentiaalverbindingen

Bij parallelschakeling van de spoelgroepparen met daarenboven het aanbrengen van equipoten-
tiaalverbindingen wordt de stroomverdeling in de statorwikkeling beschreven aan de hand van de
stromen in de elementaire spoelgroepen.

Aangezien er 6Np spoelgroepen zijn nemen de ordes κ van de stroomcomponenten de volgende
waarden aan:

κ = 0, . . . , 6Np − 1 (F.1)

Om de 6Np stroomcomponenten Īκ te bepalen in functie van de gëınduceerde spanningen en de
aangelegde spanningen, zijn er 6Np lineair onafhankelijke vergelijkingen nodig, die als volgt worden
opgesteld.
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�V i��I i+ �Ei� �I i��V kf�V i+�Ikf
i+ = 2k + 6l

Rs�Ei+ RsL�sL�s
i� = 2k + 3 + 6l

l = 0
l = Np � 1l = 2l = 1

Figuur F.1: Parallelschakeling van de spoelgroepen met equipotentiaalverbindingen

We beschouwen de verschillende componenten van de spanning V̄ i over de spoelgroepen i:

V̄ i =

6Np−1
∑

κ=0

V̄κe
−jκ π

3Np
i

(F.2)

met

V̄κ = Ēκ + (Rs + jωLσs) Īκ (F.3)

Door middel van de equipotentiaalverbindingen zijn per fase de spanningen over de even spoel-
groepen aan elkaar gelijk, en de spannigen over de oneven spoelgroepen aan elkaar gelijk. Bijvoor-
beeld voor de even spoelgroepen van fase k, gegeven door

i+ = 2k + 6l ; l = 0, . . . , Np − 1 , (F.4)

kunnen we de volgende Np − 1 vergelijkingen neerschrijven:

V̄ 2k+6l = V̄ 2k ; l = 1, . . . , Np − 1 (F.5)

of, na ontbinding in componenten:

6Np−1
∑

κ=0

V̄κe
−jκ π

3Np
(2k+6l)

=

6Np−1
∑

κ=0

V̄κe
−jκ π

3Np
2k

; l = 1, . . . , Np − 1 (F.6)

De spanningen V̄κ waarvan de orde een veelvoud is van Np, verdwijnen uit deze vergelijkin-
gen, aangezien de spanningen van deze ordes in de beschouwde spoelgroepen (over een hoek 2π

Np
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verschoven) gelijk zijn:

κ = aNp ⇒ V̄ 2k+6l
κ = V̄κe

−jaNp
π

3Np
(2k+6l)

(F.7)

= V̄κe
−j π

3Np
2k

(F.8)

= V̄ 2k
κ (F.9)

Er verdwijnen dus 6 onbekenden, nl. de spanningscomponenten V̄κ voor κ = 0, Np, ..., 5Np. Het
totaal aantal onbekenden wordt dus teruggebracht tot 6Np − 6 = 6(Np − 1).

Als we de corresponderende Np − 1 vergelijkingen beschouwen voor de oneven spoelgroepen
i− = 2k+3+6l en dit voor de drie fasen (k = 0, 1, 2) bekomen we in totaal 6(Np−1) vergelijkingen
met 6(Np − 1) onbekenden.

De unieke (triviale) oplossing voor dit stelsel vergelijkingen is de nuloplossing, m.a.w.

voor κ 6= aNp : V̄κ = Ēκ + (Rs + jωLσs)Īκ = 0 (F.10)

Voor deze ordes wordt de stroom Īκ dus rechtstreeks bepaald door de gëınduceerde spanning Ēκ.

Verder drukken we uit dat de som van de stromen in de even spoelgroepen, die de fasestroom
Īk
f vormt, en de som van de stromen in de oneven spoelgroepen tegengesteld is:

Īk
f =

Np−1
∑

l=0

Ī2k+6l = −
Np−1
∑

l=0

Ī2k+3+6l (F.11)

De bijdrage tot de fasestroom van de verschillende stroomcomponenten wordt gegeven door:

Np−1
∑

l=0

Īκe
−jκ π

3Np
(2k+6l)

=

{

NpĪκe
−jκ π

3Np
2k

voor κ = aNp

0 voor κ 6= aNp

(F.12)

De stroomcomponenten met ordes κ 6= aNp, die reeds bepaald zijn door de vergelijkingen (F.10),
komen dus niet voor in de stroomvergelijking (F.11).

Ook de stroomcomponenten met ordes die een oneven veelvoud van Np zijn verdwijnen uit
vergelijking (F.11) omdat voor deze ordes de stroom in de even spoelgroep i+ = 2k+6l tegengesteld
is aan de stroom in de corresponderende oneven spoelgroep i− = 2k + 3 + 6l :

κ = (2a + 1)Np ⇒ Ī2k+6l
κ = Īκe

−j(2a+1)Np
π

3Np
(2k+6l)

(F.13)

= −Īκe
−j(2a+1)Np

π
3Np

(2k+3+6l)
(F.14)

= −Ī2k+3+6l
κ (F.15)

Enkel componenten met ordes κ = 2aNp, nl. κ = 0, 2Np, 4Np blijven over in de vergelijkingen
(F.11), die herleid worden tot:

∑

κ=0,2Np,4Np

Īκe
−jκ π

3Np
2k

= Ī0 + Ī2Npe
−j 4π

3
k + Ī4Npe

−j 2π
3

k (F.16)

= 0 (F.17)
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met

k = 0, 1, 2 (F.18)

Het stelsel gevormd door de drie vergelijkingen voor de fasen k = 0, 1, 2 heeft als unieke oplos-
sing:

Īκ = 0 voor κ = 0, 2Np, 4Np (F.19)

We dienen nu nog de vergelijkingen op te stellen voor de drie nog resterende componenten, nl.
voor κ = Np, 3Np en 5Np, die corresponderen met respectievelijk de directe, de homopolaire en de
inverse component van de fasespanning:

V̄ k
f =

∑

κ=Np,3Np,5Np

2V̄κe
−jκ 2π

3Np
k

= 2V̄Npe
−jNp

2π
3Np

k
+ 2V̄3Npe

−j3Np
2π

3Np
k

+ 2V̄5Npe
−j5Np

2π
3Np

k

= 2V̄Npe
−j 2π

3
k + 2V̄3Np + 2V̄5Npe

−j 4π
3

k (F.20)

Als de aangelegde fasespanning gegeven wordt door

V̄ k
f = V̄f0 + V̄f1e

−j 2π
3

k + V̄f2e
−j 4π

3
k (F.21)

volgen uit (F.20) de volgende spanningsvergelijkingen voor de drie componenten met κ = Np, 3Np

en 5Np:

2V̄3Np = V̄f0

2V̄Np = V̄f1 (F.22)

2V̄5Np = V̄f2

Uitgedrukt in functie van de corresponderende stroomcomponenten en gëınduceerde spanningen
worden deze vergelijkingen als volgt geformuleerd:

voor κ = Np, 3Npen5Np : 2
(

Ēκ + (Rs + jωLσs) Īκ

)

= V̄fκ′ (F.23)

met

κ′ =
κ

Np
modulo 3 (F.24)

Voor driehoekschakeling is homopolaire spanning V̄f0 nul. Voor niet-verbonden sterschakeling
vervalt de vergelijking voor de homopolaire spanningscomponent. Deze wordt vervangen door de
eis dat de homopolaire stroom gelijk is aan nul:

Ī3Np = 0 (F.25)
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F.2 Parallelschakeling zonder equipotentiaalverbindingen

Indien men de equipotentiaalverbindingen verwijdert, wordt de stroomverdeling in de gleuven vol-
ledig bepaald door de stromen in de 3Np spoelgroepparen. Het elektrisch netwerk per fase wordt
voorgesteld in Figuur F.2. De spanning V̄ i, de stroom Īi, de gëınduceerde spanning Ēi, de weer-
stand Rs en de spoelkopspreidingsinductantie Lσs hebben hier betrekking op een spoelgroeppaar,
i.p.v. op een afzonderlijke spoelgroep. l = Np � 1

�V kf�Ei �V i�I i L�sRs l = 2l = 1l = 0
i = k + 3l

�Ikf
Figuur F.2: Parallelschakeling van de spoelgroepparen zonder equipotentiaalverbindingen

Ten eerste drukken we uit dat de spanningen over de parallelle takken van iedere fase gelijk aan
elkaar zijn:

V̄ k+3l = V̄ k ; l = 1, . . . , Np − 1 ; k = 0, 1, 2 (F.26)

Door ontbinding van de spanning in componenten met ordes κ = 0, . . . , 3Np − 1 bekomen we de
volgende vergelijkingen:

3Np−1
∑

κ=0

V̄κ e
−jκ 2π

3Np
(k+3l)

=

3Np−1
∑

κ=0

V̄κ e
−jκ 2π

3Np
k

; l = 1, . . . , Np − 1 ; k = 0, 1, 2 (F.27)

Analoog als in vorige paragraaf, verdwijnen de spanningscomponenten met ordes die een veel-
voud zijn van Np, in dit geval κ = 0, Np, 2Np, uit deze vergelijkingen.

De 3(Np −1) vergelijkingen (F.27) in de 3(Np −1) componenten waarvan de orde geen veelvoud
is van Np heeft als unieke oplossing de nuloplossing:

voor κ 6= aNp : V̄κ = Ēκ + (Rs + jωLσe) Īκ = 0 (F.28)
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De drie componenten die wel een veelvoud van Np zijn, met name de componenten met orde
κ = 0, Np, 2Np, worden bepaald door respectievelijk de homopolaire, de directe en de inverse
component van de aangelegde fasespanning. Uit gelijkstelling van de fasespanningen gegeven door

V̄ k
f =

∑

κ=0,Np,2Np

V̄κe
−jκ 2π

3Np
k

= V̄0 + V̄Npe
−j 2π

3
k + V̄2Npe

−j 4π
3Np

k
(F.29)

(F.30)

en de aangelegde spanningen:

V̄ k
f = V̄f0 + V̄f1e

−j 2π
3

k + V̄f2e
−j 4π

3
k (F.31)

volgt:

V̄0 = V̄f0

V̄Np = V̄f1 (F.32)

V̄2Np = V̄f2

De componenten met ordes die een veelvoud zijn van Np worden aldus bepaald door:

voor κ = 0, Np, en2NpĒkappa + (Rs + jωLσs) Īκ = V̄fκ′ (F.33)

met

κ′ =
κ

Np
(F.34)

Voor driehoekschakeling of sterschakeling met verbonden neutrale geleider worden de drie span-
ningscomponenten opgedrongen. Voor niet-verbonden sterschakeling vervalt de vergelijking voor
de homopolaire spanningscomponent.

F.3 Serieschakeling

Bij een serieschakeling van alle spoelgroepen toegekend aan een fase worden de elektrische verge-
lijkingen uitgedrukt in functie van de spanningen en de stromen in een volledige fasewikkeling. De
fasespanningen worden gegeven door:

V̄ k
f =

∑

κ=0,1,2

V̄κe
−jκ 2π

3Np
k

= V̄0 + V̄1e
−j 2π

3
k + V̄2e

−j 4π
3Np

k
(F.35)

(F.36)
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�V k�Ek�Ikf Rs L�s�V kf
Figuur F.3: serieschakeling

Bij een driehoekschakeling of verbonden sterschakeling bekomen we de spanningsvergelijkingen
door gelijkstelling van de componenten van de fasespanningen met de aangelegde spanning voor de
drie ordes 0, 1 en 2:

voor κ = 0, 1, 2 : V̄fκ = V̄κ = Ēκ + (Rs + jωLσs) Īκ (F.37)

Bij een niet-verbonden sterschakeling vervalt de spanningsvergelijking voor de homopolaire
spanningscomponent (κ = 0). Dit wordt vervangen door de eis dat de homopolaire stroom nul is
(Ī0 = 0).
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Appendix G

Stroom en gekoppelde flux versus

m.m.k.-bron en fysische flux

In een magnetisch netwerk worden de stromen in de geleiders weergegeven door middel van m.m.k.-
bronnen. In deze appendix wordt het verband tussen enerzijds de stroom en de gekoppelde flux in
de stroomkringen en anderzijds het potentiaalverschil en de fysische flux van de m.m.k.-bronnen
nader onderzocht.

Eén van de methodes voor het oplossen van netwerkvergelijkingen is de zgn. lussenmethode,
zoals bijvoorbeeld uiteengezet in [Willems] voor elektrische netwerken. Voor de hier gebruikte
terminologie voor het beschrijven van de netwerktopologie verwijzen we eveneens naar [Willems].
Voor een netwerk met b takken en n knopen kiest men b-n+1 onafhankelijke lussen. De fluxen in alle
takken van het netwerk worden hierbij uitgedrukt in functie van de lusfluxen van de onafhankelijke
lussen zodat de ’stroomwet’ van Kirchhoff automatisch voldaan is. Met iedere onafhankelijke lus
stemt een ’spanningsvergelijking’ overeen volgens de ’spanningswet’ van Kirchhoff, d.i. de totale
potentiaalval over alle takken van een willekeurige gesloten lus is gelijk aan nul. De m.m.k. van een
lus is de som van de potentiaalval over alle reluctanties in de lus en is wegens ∇̄ × H̄ = J̄ gelijk
aan de totale stroom die de lus omsluit. Wegens de spanningswet van Kirchhoff moet bijgevolg
voor een lus de som van de potentiaalverschillen van de m.m.k.-bronnen gelijk zijn aan de totale
stroom die de lus omsluit. Aangezien de netwerkvergelijkingen herleid kunnen worden tot b-n+1
onafhankelijke spanningsvergelijkingen is het nodig en voldoende uit te drukken dat dit verband
tussen stroom en m.m.k.-bronnen geldt voor b-n+1 onafhankelijke lussen.

We beschouwen nu een planair magnetisch netwerk en kiezen de inwendige mazen als onafhan-
kelijke lussen, zoals aangeduid in het voorbeeld van Figuur G.1, en duiden het aantal onafhankelijke
lussen aan met p (p = b − n + 1). Verder beschouwen we m spoelen met nj windingen waarvan de
spoelzijden zich bevinden in de mazen van het netwerk, zoals voorgesteld in Figuur G.1. Hierbij is
de werkelijke stroomzin aangeduid die overeenstemt met een positieve stroom in de spoelen. Per
lus wordt een lusstroom gedefinieerd die gelijk is aan de totale stroom in de lus en waarvan de
positieve zin wordt bepaald door de positieve circulatiezin van de lus.
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We definiëren nu de (p × m)-matrix [Dij ] zodat

Dij = 1 als een positieve stroom in spoel j een positieve bijdrage levert
tot de lusstroom in lus i

Dij = −1 als een positieve stroom in spoel j een negatieve bijdrage levert
tot de lusstroom in lus i

Dij = 0 als een stroom in spoel j geen bijdrage levert
tot de lusstroom in lus i

(G.1)

De lusstromen Ili worden aldus gegeven door:

Ili =
m
∑

j=1

DijnjIj ; i = 1, . . . , p (G.2)

De flux Ψj gekoppeld met de spoelen, waarbij de positieve zin van de flux gekozen wordt in over-
eenstemming met de positieve zin van de stroom van de spoel, kan aan de hand van de lusfluxen
en matrix Dij als volgt bepaald worden:

Ψj = nj

p
∑

i=1

DijΦli ; j = 1, . . . ,m (G.3)1 R56R6
1 5R43R2 n2I2 �l3542 F3
n1I1 n2I2
Il1

n1I1
1 Il2 Il3F1 R2R1 R53

R6�l1
�l1 �l22 4

�t2�t1 �t5R4�t4F4 �l3�l2�t3 6�t6 32
2 3

1
R1

Figuur G.1: Magnetisch netwerk
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Inderdaad, de lusfluxen in lussen (inwendige mazen) die geen spoelzijde omvatten van een bepaalde
spoel j leveren geen bijdrage tot de flux gekoppeld met spoel j. Anderzijds wordt, wegens de
correspondentie van de positieve zin van de flux en de overeenkomstige stroom voor zowel de
lusfluxen en -stromen als de gekoppelde fluxen en stromen in de spoelen, het teken van de bijdrage
van lusfluxen die wel een spoelzijde van spoel j bepaald door [Dij ].

Bovenstaande betrekkingen worden verduidelijkt aan de hand van het voorbeeld in Figuur G.1
en de bijbehorende [Dij ]-matrix gegeven door:

[Dij ] =







1 0
0 −1

−1 1






(G.4)

Voor het bepalen van de fluxen in de b geörienteerde takken in functie van de lusfluxen, be-
schouwen we de connectiematrix [Cik] (b × m), die als volgt gedefinieerd is:

Cik = 1 als lus i tak b bevat en de positieve zinnen van de tak
en van de lus overeenstemmen

Cik = −1 als lus i tak b bevat en de positieve zinnen van de tak
en van de lus tegengesteld zijn

Cik = 0 als lus i tak j niet bevat

(G.5)

De takfluxen worden bijgevolg gegeven door:

Φtk =
p
∑

i=1

CikΦli ; k = 1, . . . , b (G.6)

Indien men de referentiezin voor het potentiaalverschil Fk over de m.m.k.-bronnen kiest in
functie van de positieve takzin volgens het G.R.S., volgt uit de bovenstaande redenering dat de
potentiaalverschillen over de m.m.k.-bronnen Fk moeten voldoen aan :

b
∑

k=1

CikFk = Ili ; i = 1, . . . , p (G.7)

om de stroom in de spoelen correct weer te geven.

Men kan dit opnieuw nagaan aan de hand van het voorbeeld waar de volgende connectiematrix
bij hoort:

[Cik] =







1 1 0 0 0 0
0 −1 1 1 0 1
0 0 0 −1 1 0






(G.8)

Op basis van bovenstaande betrekkingen tonen we nu aan dat de som van de producten van
de stroom en de gekoppelde flux van de spoelen gelijk is aan de som van de producten van het
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potentiaalverschil over en de fluxen door de m.m.k.-bronnen:

m
∑

j=1

IjΨj =
m
∑

j=1

Ijnj

(

p
∑

i=1

DijΦli

)

=
p
∑

i=1

Φli





∑

j

njDijnjIj





=
p
∑

i=1

IliΦli (G.9)

=
p
∑

i=1

b
∑

k=1

CikFkΦli

=
b
∑

k=1

Fk

p
∑

i=1

CikΦli

=
b
∑

k=1

FkΦtk (G.10)

Dit impliceert dat de arbeid geleverd door de e.m.k. van de spoelen gelijk is aan de ’arbeid
geleverd door de m.m.k.-bronnen’:

dWe =
m
∑

j=1

IjdΨj =
b
∑

k=1

FkdΦtk (G.11)
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